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Résumé

Nous adaptons les techniques classiquessigution par di#rences finies dejuations de la
chaleur et de Laplace, au traitement par desaigurs matiels sgciali€s. Le paratlisme du
calcul est obtenu par un pipe-linegulier, dont la profondeur arbitraire s’adapte directement
au volume de matiel disponible.

Une implantation de la ethode, sur technologie PAM @moire active programmable
[BRV 89], [BRV 92)]), utilise un pipe-line de 128 @pateurs 24 bits, avec unesffiience
d’horloge de 20 MHz. Ceci permet de calculer 5@érations utiles par seconde, addition ou
décalage en virgule fixe. Lessultats obtenus en virgule fie¢ant, pour ce type de prashe,
égauxa ceux obtenus en virgule flottante, cettalisation @épasse, en valeur absolue, les
puissances de calculsguédemment pubdiés ([McB 88] et [McB& al 91]), tous types de
magriels confondus. Un ordinateueaientiel classique devra, quaniui, exdcuter 25 G
instructions par seconde pour reproduire lerme"calcul. Si enfin on compare, en francs par
opération par seconde, lasoblution des mmesequations sur super-ordinateur scalaire et
ordinateur massivement paedt; la technique propespermet uneconomie de deux ordres
de grandeur sur le prix de ce calcul.

Abstract

We adapt the classical finite difference method to compute solutions of the Heat and Laplace
equations with help from special purpose hardware. Parallelism is achieved through a pipe-line,
whose depth can be adapted to available silicon area.

An implementation of the method on PAM (Programmable Active Memory) technology runs
at 20 MHz, with a pipe depth of 128 operators. This lets us compute 5G additions and shifts per
second, with a 24 bits fixed-point data format. Since itis easy to show that fixed-point gives the
same results as floating-point for these two problems, this exceeds computing performances
previously reported ([McB 88] and [McB& al 91]) for super-computers.

A serial computer will need to execute 25 G instructions per second, to reproduce the same
computation. The price of solving the Heat and Laplace equations, in $ per operation per
second, is two order of magnitude lower with the proposed PAM implementation, than with
super-computers.

117=10% 16 =10, 1M =1, 1K = 1C.



Mots-Clés

Heat and Laplace equations, finients, multi-grid, dedicated numerical hardware, programmable
gate-arrays (PGA), programmable active memories (PAM), 20 Gops heat solver, super-
computers.
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Equations de Laplace et de la chaleur 1

1 Introduction

L'analyse nurefique, au sensegéral de [DL 88], est le domaine priedjié d’applications
des super-ordinateurs. Pour de multiples raisons :

e La simulation nurefigue du monde physique est 'une degscldes technologies
modernes; de la chimie megtllaire au nuelaire, de I'espaca I'electronique.

¢ Dans beaucoup de ces domaines, la puissance de calcul aujourd’hui disponible est
dérisoire, en regard de I'ampleur des pebEsa’ traiter; de la simulation d’'une aile
a celle de I'avion tout entier; de la recherche d’'une nappeeti®iga la cartographie
souterraine du globe.

¢ De parlanature mrme des pronenes physiques sous-jacents, nombre de cesgmasl
offrent des possibil@$, sans limite conceptuelle, au pagkdime des calculs; de la
simulation des galaxiea Celle des circuits ieg©s, de lEquation de Scldingera
celles de Maxwell et Laplace.

¢ Au vu de I'importance scientifique, finamte ou stragique de certaines applications,
les agente¢onomiquesetats et industrie, consacrent des sommes ceraitEsa’ la
mise au point ea 'exploitation des super-ordinateurs.

1.1 Super-ordinateurs ou circuits spécifiques?

Pour arriver aux performances des super-ordinateurs, du Gops en 1990 au Tops en l'an
2000, on suit, pour l'instant, deux voies principales :

1. les semi-conducteurs (ECL ou AsGa) ultra-rapides;

2. les structures massivement paztkb.

Elles sontlargement antagonistes. Les technologies rapides sont, aujourd’hugtutement
chaudegar leur consommatiogléctrique. Les machinessultantes sont donc volumineuses,
et a faible paraklisme. Les structures massivement pateli”utilisent des technologies
beaucoup plus lentes. Elles doivent de plus consacrergtat Eourant de I'art, une partie
importante de leurs ressourca$a’gestion rafne du paradllisme. C’est pourquoi il leur faut
beaucouple processeurs, pour simplemegéler les performances des machiregightielles
les plus rapides. Dans les deux cas, les super-ordinat=suksants sont d’'un usage complexe,
et cajtent tes cher.

Il existe pourtant une troisime voie, rendue possible par lEnément des circuita °
haute densé d’intégration (VLSI). Ceux-ci permettent, eretbrie, de ealiser des matiels
spécifiques, dont la structure physique est directement ealguf la nature algorithmique de
chaque application :
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2 Jean Vuillemin

e Avantages : dans un volume et pour un prix comparalteux d’'un micro-ordinateur,
on dispose d’'une puissance de calcul comparabtelle d'un super-ordinateur, voire
nettement sugrieure dans bien des cas.

¢ Inconwnients : une telle machine n’est capable d@xér qu’une classeds particulere
d’applications, voire une seule. Leuwoét le temps deedlisation du prototype initial
sontélevds, sans commune mesure avec celui de la @renmnise au point d’un logiciel
pour super-ordinateur.

Ces inconehients, combies aux difficul€s que rencontre I'analyste nentien devant
formuler ses prolames en termes utilisables paralactronicien, cantonnent, pour le moment,
notre troiseme voie auxefudes acagthiques, sans retour eeqrnental. Ceci, enafjit de son
impactéconomique, potentiellement considble.

1.2 Circuits programmables

La technologie PAM (refmoires actives programmables) change les desidu proldme.
Il s’agit de composants dont on peut changer dynamiquement, plusieurs centaines de fois
par seconde, la configuration : structure de connexion et tableerté des fonctions
bookennes. On consultera lesfétences [GK 89], [X 87] et [K 89] pour des implantations
et des applications de cette technologie. Noesrigons les ealisations et applications de
DecPeRLeg, une PAM de 50K portes logiques en [BRV 89],RecPeR Leq, une PAM de
250K portes en [BRV 91]. Cestudes montrent que :

1. Tout circuit digital synchrone esealisable, sur une PAM de taille suffisante. Une
PAM de taille infinie est au calcul paral€ ce qu’'une machine de Turing est au calcul
sequentiel.

2. Si on comparea technologieegale, les performances de dewaliSations du mme
algorithme paraélle, par un circuit spcifique et par PAM :

e La période d’horloge est comparable, car invariablemegtewhir€ée par des
considrations externes (vitesse desmoires ou du Bus);

e Le circuit spgcifiqgue est plus petit, d’environ deux ordres de grandeur, que la
réalisation PAM, soit une carte:(100¢m?) pour un composanty{ 1 em?);

e Le temps de mise au point d'une application PAM est comparabtelui de
I"ecriture d’un logiciel tes optimig€, quelques semaines, en regard des mois
nécessairea [a Balisation d’un circuit sgcifique;

e Le cait magtriel initial de la solution PAM est ngil celui d’un circuit sgcifique
est de quelques centaines de milliers de francs. Le circattifigie ne devient
rentable qu& partir de plusieurs centaines de syses eali€s.

23 condition, bien entendu, de disposer de cette technologie.
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Equations de Laplace et de la chaleur 3

1.3 Contribution

Munis de cette technologie PAM, nous tentons, depuis trois ans, eValuér I'impact
scientifique, en particulier pour I'analyse narigue. Sous I'impulsion de J.P. Quadrat, nous
avons choisi deasoudre Equation de Laplace, en deux dimensions :

§2F  §%F
+ — =

— 0.
§z2  §y2

C’est, pour J.L. Lions, I@robléme fondamentale I'analyse nurefique. Un premier essai
de 40K portes, pour 100 Mopsali€ surDecPeR Leg par F. Rocheteau, nous apporte les
enseignements suivants :

e Le scleéma aux dif€rences finies, en deux dimensions :
4Fn+1($,y) = Fn(m + 1,y)+Fn($ - 17y)+FTL(m7y+ 1)+Fn(m7y - 1)

esta abandonner, en faveur du satd, en une dimension, du Paragraphe 4.3. Ce
dernier divise la bande passante demmmires par deux. Sa topologiedife Eduit
notablement la surface de I'egdteur atomique, en augmentant d’autant la profondeur
du pipe-line. Son utilisation, par lagtfiode des directions alteres, permet desoudre

a la fois I'équation de la chaleur et celle de Laplace, en dimension arbitraire, et non
seulement deux.

¢ L'utilisation d’une arithnetique entere, plutt que flottante, est laeldes performances
de ce type de matiel; la p€cision initialement choisie de 16 bits n’est cependant pas
suffisante, pour les tailles de grilles compatibles avec la vitesse du traitement; il faut
passen 24 bits de prtision ou plus.

e Le prix a payer, pour simplifier 'opfateur atomique, est un pas de temps feétit,
fixe par I'équation (4). Ceci est bon pouetjuation de la chaleur, mais trop lent pour
celle de Laplace. On aelt&re la convergence, dans ce cas, par 'emploi des techniques
multi-grilles du Paragraphe 6.3.

Nous justifions ici les éCisions d'implantation, etettivons les eSultats obtenus. Les
Paragraphes 4.4.1 (plomberie nenue), et 6.3 (multi-dimensions), sont les seulsnous
nous€loignons de rathodes bien connues, en analyse ariquie; pour tous les autres usages
de techniques classiques (et largenma@inentaires), nous renvoyons le lecteur aux ouvrages
de base, principalement [DL 88].
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4 Jean Vuillemin

2 Equation de la chaleur

On se propose desoudre numriqguement Equation de diffusion de la chaleur :
T
ot

valable dans un domair® C C, intérieur au cub&y, = [0, 1[* de I'espaceR”* de dimension

k > 0 (typiguementt = 2,3). Dans |Equation (1), le symbolA rep@sente |'optateur de
Laplace (on dit aussi laplacien) :

AT = 0, (1)

2 2
NT = 6_T + ...+ 6_T
6m% 6mi

Les temptatures initiales, au temps= 0, sont doneés, en tout point
(21, -+, 2r) O Ck du cube, par la condition de Cauchy :

T(07 L1, mk) = TO(mb Tty mk) (2)
On suppose aussi connues, et fikgs> 0, les tempfatures en tout poink(, - - -, zx) (T du
compEmentaire d€ dansCy = Q U ', par la condition de Dirichlet :

T(t7 L1, mk) = TO(mb Tty mk) (3)

On conviendra, sans perdre eengfalitt pour la suite, qUE est composd’un ensembléni

de sources ponctuelles de chaleur (esprites matematiquement par des masses de Dirac,
au sens des distributions). @tend enfin les solutions de (1,2g@8Jout point de I'espac&*
parpériodicité, soit, pour 1< 7 < k :

T[mj + 1] = T[mj].

Dautray, Lions [DL 88] et Feynman [FLS 63kdfivent quelques unes des multiples appli-
cations du calcul de (1,2,3) en thermodynamique, neutroniquetjgire’ chimique, hydrody-
namique, ...

Remarque En I'absence de la condition (3), sbit= 0, Q = C, les solutions de (1,2) sont
telles que :

ﬁ/ T(t7ml7"'7mk)dml"'dmk:07
ot Je,

pourt > 0, ce qui exprime la conservation de la quanitititiale de chaleur.

3 Résolution par différences finies

On se fixe un pas d’espafe = Az; = - - - = Azy, identique dans chaque dimension, et un
pas de tempAt tel que :

At = =Az? (4)

N
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Equations de Laplace et de la chaleur 5

On calcule les valeurs appra#sGy (i1, - - -, i) des solutiong’(t,, z;,, - - -, ;) de (1,2,3),
prises ert, = nlt, z; = iz, par un scbma (explicite) aux difffences finies, que I'on peut
écrire (n€thode des directions alteres) :

Grn+1(i, - -,ik) = Hi---HigGr(i1,---,i) 5)

La relation (4) permet de donnerchacun des @pateursi;, pour 1< j < k, la forme
particulierement simple :

HjGn(ila T Zk) = si (mb T mk) [r alorSGn(ib T Zk) (6)
sinon 1(Gli; + 1]+ 2G + G[i; — 1)).

La formule (5) ne épend pas du choix du e d’axes, puisque lesengteurs (6) commutent
tous, deuxa’deux :

H;H = HiH;.
Cette propret, dont nous ferons bon usage, traduit le car@isotropede la diffusion de la
chaleur, dans le monde physique.

Remarque :Quandl = I, le sckEma (5) conserve la quaritiitiale de chaleur, pour tout
n>0:

Z Gn(ml7"'7mk) = Z GO(ml7"'7mk)' (7)

z1, 2k T1, Tk

4  Structure matérielle

Dans ce qui suit, nousedfivons une structure nmetélle permettant de tirer le meilleur parti
des technologies de circuits VLSI, dans le calcul des solutiongdedtion de la chaleur. Afin
d’alleger les notations, on se place en dimengier2; la géréralisationra’k > 2 est trai€e au
Paragraphe 4.5. On se propose doncegeudre numriqguement le proleime :

T(O7m7y):T0(m7y) pourOS z,y < 17
(%T(t,m,y) =0 pourz,y [T ,¢> 0, ®)
2. 2.
o=7 % pourz,y [T ,¢> 0,
T(,z,y)=T@Ez+1,y)=T( z,y+1) pourt>0.
On utilise pour cela le seéma aux dif€rences finies :
Gn+1(i7j) = HzHyGn(i:j):
MoG(i5) = §(Gi+1,)+2G+G(i—1,5), pouri,j T, ©)
HyG(7’7.7) = Z(G(Z7] + 1) +2G + G(7’7] - 1))7 pouriui [r )
G,j) = MaGl,5) =M, Gi,J), pouré, j [T .

4.1 Températures discretes

Soient] =inf To et S = sup Tp les valeurs exames des tengpatures initiales dans le
care C». Par le principe du maximum, la solution de (8) satisfait

I<T@E ey <S5,

Research Report No. 16 February 1992



6 Jean Vuillemin

pour toutt > 0 et 0< z,y < 1; ceci eskeVident si I'on se reporta linterprétation physique
du probEme. On rem@$ente alors leempgratures discetesG,,(z, j) par des entiers naturels,
avec la correspondance :

I
T(nit,iDz, jAy) = T + %Gn(i,j)-

Le nombreb de bits dans Ecriture binaire de ces entiers est tel que :
27 < sup |To(ibe + €, jAy + €) — To(ibz, jAy)|/To(ide, jAy).

De cette fapn, les erreurs dues I'arrondi nunerique sont inffieuresa’ celles inlefentesa’
la discetisation des termgratures initiales. Avec ce choix, lesailages &5 aux exposants,
dans une re@sentation des terapatures par des nombres flottants, sont facserigie fois
pour toutesa’la pesentation initiale du probime. Tous les calculs eltieurs sont faits sur la
mantisse endéire, ceci en vue de simplifier, sans perte decigion nunefique, la €alisation
matrielle de I'orateurH, qui suit.

4.2 Représentation du probleme

La grille de travail est de taillen x m, I'entier m = 2* étant une puissance de deux. Les
pas correspondants d’espace et de temps sonedqrar”:

Az =Ny =272, At = 2~ (¥,

A linstant ¢,, = nAt, I'etat du systme est stoak'dans une erhoire compose dem x m
mots contigis, deb + 1 bits chacun. Aux bits repesentant la tengrature disate, nous en
ajoutons un, qui vaut 1 si le point correspondanj) de la grille est une condition limite
(¢Az, jAy) OF |, sinon 0. En convenant de le placer etettdes poids faibles deetfiture
binaire, on €duit le test d’appartenaned ; a un test de paet’et on trouvea I'adressé + mj
du tableaul, la quanti€ :

) N _ ) 1+2G,(2,5) si(@, )0,
M(”"”)‘{ 2G,(i,5)  siG, )T .

La mémoire M est do€e d’'un contoleur, ggrérant des suites d’adresses, qui permettent de
parcourir son contenu, de deux menras :
1. suivantl’axe des, dans un balayage horizontal, corresponddintrdre lexicographique
(2,7) <z (', j)sie < ¢, oui=4¢etj < j;
2. suivant I'axe deg, dans un balayage vertical, correspondatiordre lexicographique

dual ¢,7) <, (¢,5") sij < j',ouj=j eti <.

Le contBleur mémoire est compasfe deux compteurs binaires sur [its, et d’'un multi-
plexeur :

February 1992 Digital PRL



Equations de Laplace et de la chaleur 7

e Lecompteur horizontdl, gérere les 2 bits d’adresse dans I'ordbg- - - b, _1bg - - - bog_1;

e Le compteur vertical, inverse les: bits de poids fort, avec ceux de poids faible, dans
'ordre b, - - -bog_1bg - - -bg_1;

e Le multiplexeur connecte les adresses de lkamuire, a I'un ou l'autre des deux

compteurs, suivant la nature de la passe.

Remarque : Avec un tel contofeur, la structure topologique de I'espace de travail est
naturellement celle d’'un to@deux dimensions. En rempkmnt la condition de griodicité :

T, z,y)=Tkt,z+1y)=Tk,z,y+1),

par une condition de Neuman sur les bords duecarr”
] ]
—T(t,2,b)=—T(,b,y), pourb=00ub=1,
bz by

on retrouve la topologie usuelle du plan euclidien. Les modifications correspondantes, dans le
contle des compteuis, etC,, sont les suivantes :

1. lors d’'un balayage horizontal, la valeur €g doit étre tenue constante (en fixant son
incrémenta z28ro), pendant un nombre de cyckggala la profondeup du pipe-line des
donrées €f. Paragraphe 4.33vant(C, = —1 (modm)), etaprés(C, =0 (modm))
chaque retour de ligne;

2. lors d’un balayage vertical, la valeur @g doit étre tenue constante, pendartycles,
avant(C, = —1 (modm)), etapres(C, =0 (modm)) chaque retour de colonne.

4.3 Traitement a la chaine

Pour €soudre legquations (8), nous nous dotons de :

¢ Une mémoireM,, munie de songrérateur d’adresses, servant de source desesmn’
Elle repEsente ktat du systme au temps, .

¢ Une mémoire My, servant de destination augsultats du calcul. Elle est identique
a M,, et contiendra, en fin de passestéit du systme au temps,+;. La transition
n — n+1inverse lesales deM, et M4. On peut, sans obstaclestbrique, repSenter
M, et M4 dans la nefne némoire physique; ceci divise cependant la bande passante
du traitement, par un facteur deux, puisqu’il faut lireetife une remoirea chaque pas
de calcul.

e Un opérateurH, dont on trouvera la description au Paragraphe 4.4; son objet est de
transformer les dore€s provenant d&1, en doneesa destination de\,.
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8 Jean Vuillemin

¢ Un contdle externe, quetablit le sens du transfehtt, — M, et la nature de la passe :
horizontale ou verticale, avec ou sans multi-dimenstbrHaragraphe 6.3).

Voici, sous ces hypotises, le sarha d’'une igration (9), compa® d’'une passe horizontale
suivie d’'une passe verticatetravers tout I'espace :

(M] = [H], = M [H] — [M]

Il faut répétern fois cette ogfation, afin d’'obtenir¥(,H,)"Go = G,. Par isotropie de la
diffusion, nous avons :
(HeHy)P G, = HEHEG: = Grup.

Ainsi, le calcul dep passes :

(M= [H], = Mo [H] = [M] e
= M [R], = [M] = [H] - [M]

donne le nefe Esultat qu’une seule passeglFaitements{ a la chahe :

— —
(M] e [HL, - [H], = [M] o [H] - [H],  [M]
Ceci justifie d'utiliser le scbma :
Gn+p(7:7j) = HZHZGH(Z7])7 (10)

qui cumulep passes en une, avegactementa méme demande deande passante emioire

que le sckima (9), pour une seule passe. En choisissant la plus grande vajetgalisable
dans une technologie doe®, on adapte le calcul de chaqueration au volume de logique
disponible, en dfoulant la boucle interne du calcul, autant que faire se peut. La structure
d’ensemble du syste est donc :

p

M, M
C. |—>|—>|—>|—> Cdd (12)

Remarque :Le pipe-line des doregs introduit un retard decycles entre les adresses des
sourcesM,, et celles des destinationd ;; on compense en retardant gleycles la mise en
route des compteurs de 4, afin de maintenirinvariantes les relatior®: = C2+p, C{f =C,+p.

4.4 Opérateur atomique
L'ensemble du systhe (11) est synchror@spar une horloge digitale, de pEriodeAr.

Comme uneetape du satrha (10) correspond deux parcours complets degmoires (ere
et eny), on a la relation suivante entre le pas de caleukt le pas de tempat :

m2Ar = pAt.
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Equations de Laplace et de la chaleur 9

;
.
-
4
" |
N
—

4 —. | } 1 HT,

T HT’
o = - N WM — +T
Dans ces sdahas, les caes sont des registres synchrones 1 bit (flip-flop), les petits losanges

des multiplexeurs, et les grands des additionneurs binaires complets. Leratune d’'eneée
estT = 3;5o(T; + T)2', et celle de sortie:

HT = (HT; + HT})2".
i>0

Figure 1: Sckmas d&{ = H~H", sur 4 bits.
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Ici, les losanges repsentent des additionneurs binaires complets. Lesdmnpées d’'engé
sontT, = Yso(ds + ADN2, Ty = Yiso(Bi + B)2, et celle de sortiel, = T, + Ty =
2io(Si + SH2.

Figure 2: Addition sans retenues, sur 2 bits.
Dans une passe horizontale (resp. verticale), legesties ograteurs arrivent dans I'ordre
<z (resp. <,); chaque opfateurH calcule un pas de diffusioen une dimensigrsuivant

I'axe détermir€ par I'ordre d’arriee de ses erges. On dcomposé{ = H*"H~ = H H* en
produit d'un orateur™ de diffusionen avantpar un ograteur{~ de diffusionen arriere

e " comprend un registig | et un circuit combinatoir, connects comme suit

G(v+1)»—>@»—>G(v)»—>

Gw+1)m | A | TECO

¢ 1~ comprend un registi@ | et un circuit combinatoir@, conneats comme suit :

G(v)n—>@n—>G(v—1)»—>

o) A | H™G).

SiE = (E1E,--- Eg - - -) rep®sente la suite des valeurs d'ex@s’'d’'un registre
E - @ — S,

la suite des sortie§ = (OE1E» - -- Ex_1 - - -) correspondantes est laeme,a un retard d’'une
périodeAr prés. Les circuitsA~ et A" sont identiques, aps permutation des er#s :

A(vo, v1) = A" (vo, v1) = A~ (v1, v0),

A(vo, v1) = 3(vo + v1), sivg [T,
A(vo, v1) = vo, Sivg [T .
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Equations de Laplace et de la chaleur 11

4.4.1 Plomberie numérique

Afin de fixer la structure de I'ograteurA, il convient de egler la question d’arrondidéa
la division par deux ci-dessus. Le choix naturel :

v+ v

2

amene despertes nurafiqgues de chaleuen violation de l'invariant (7). Cette question,
qui n'est pas aboeE dans notre bibliographie, a pourtant une incidence significative sur les
résultats nurefiques, @3 que la taillen? de la grille devient grande, en regard du nombre

de bits repesentant les tengpatures. La solution la plus simmece probéme est d’interdir le
partage du bit de poids faible des tesngtures (de poids 2 puisque le bit de parépesente
l'appartenancal’). Ceci esteali® par la formule arithetique :

A(vo,vl) = L J, Si’vo I R

A(’vo, 'vl) =g Sivg | 2= 1 (12)
A(vo, v1) = 2(vo + 4 +v1 + 4 + (vg |- 4) =+ 2), sinon.

Ici, n |- d désigne le reste de la division esre den pard, etn - d le quotient. La formule
(12) restaure l'invariant (7), de la quaetitiitiale de chaleur.

4.4.2 Additions sans retenues

Le pas de calculr est dtermir€ par le composant le plus lent (chemin critique) de
'ensemble du systhe synchrone (11). Notre objectif est églerAr sur la vitesse nominale
des némoires. Nous montrons en [V 91] commeealiSer des compteurs binaires capables
d’opérera la vitesse intrinsque (toggle rate) de la technologie dali$ation, pour un nombre
de bitsarbitraire. Ceci Bsoud la question des coollirs d’adresse.

Pour Egler celle des additionneuss on utilise la technique classique (carry save adder)
des repesentationdinaires redondantes A l'interieur du chemin des doea$, chaque
tempEratureT’ est repesenee par la somm& = R + S de deux nombres binaire® et S.
L'addition de deux temgratures redondant&s+ 7’ = R + R’ + S + §' se calcule alors b# °
bit, sans propagation de retenueomme dans les selhias de la Figure 2, qui sorgaligs
exclusivemena partir d’additionneurs binaires compl.

Le circuit combinatoire

a—
b— | abc
C —

=7
= 8

calcule l'unique solution binaire, b, ¢, 7, s 0 {0, 1} de I'équation :
atb+c=s5+2r

Avec cette technique, leetki critique de l'ograteur’” est double de celui d,
indépendamment du nombre de Hitson le rend facilement ieffieura celui des ramoires.
L'inconvénient de la mathode est de doubler la surfacecrSsairea la @Balisation deH,
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12 Jean Vuillemin

en comparaison d’'une propagation combinatoire des retenuds lstg (voir la remarque
ci-dessous).

En fin du chemin des doees, apeS lesp opérateursH, on doit ajouter un unique
additionneur combinatoire (voir par exemple [GV 82] pour une structureetls &og.b),
qui convertit la repeSentation redondant®2 + S en un entier binaire uniqu€ = R + S,
pour écriture dans la erhoire M. On rendra ce circuit plus rapide que leemdires, en
coupant son chemin critique par un nombre suffisant de registres binaires (dogph)s La
surface totale de cet uniqe#ement est agligeable devant celle desopérateursH, pourp
suffisamment grand; le nombrede registres, mis eresé dans cet additionneur, augmente
d’autant la longueur totale du pipe-line, qui devigntr.

Remarque : En pratique, il est inutile de pousser la repehtation redondante jusqu’au
niveau du bit. @coupons, en effeb,= c¢d end blocs dec bits; la propagation des retenues est
combinatoire, sue bits, a I'interieur de chaque blod;bits redondants suffisent alasasser
les chanes de retenues, en choisissant polarvaleur maximale compatible avec lelidt des
mémoires. Cette remarqueduit la surface totale d’un tel epateur par un facteur proche de
deux, sans perte en vitesse pour 'ensemble deByst Les sairhas de la Figure 1 montrent
une Ealisation, sue = 4 bits; ils illustrent aussi laedlisation de la formule (12).

4.5 Autres dimensions

Pour appliquer notre syatiea la ©solution de Equation de la chaleur (1,2,3) én> 2
dimensions, il suffit d'adapter les coateurs des ramoires; le chemin des doees (forne”de
p opérateursi) reste inchang” Chaque conttéur comprend alor® compteurs sug = ka’
bits. Ainsi, enk = 3 dimensions, on arrange les Bits de chaque compteur dans I'ordre :

® by -bgr_1bgr -+ boar_1bogr - +b3ar_1 pourcm;

® bgr - bogr_1b2gr - +b3gr_1b0 - bar_1 pourcy;

® bogr -+ b3gr_1bo - +bar_1bgr - - - bogr_q poUrC,.
On obtiendra, bien entendu, exactement e Esultat erechangeant arbitrairement l&'s
bits de poids fort de I'un de ces compteurs, avecdekits du milieu. La gnéralisationa’

k > 3 est directe, bien que peealiste, vu les tailles psentes des emoires; la rethode des
éléments finis prend ici le pas sur celle desatifices finies.
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Equations de Laplace et de la chaleur 13

5 Equation de Laplace

Le casstatiquede I'équation de la chaleur, diggjlation de Laplace (aussi de d’Alembert),
est particukerement ingressant, par le nombre de lois de la physique quieseisenta’
Iequation :

AU

I
o

(13)
sujettea’la condition de Dirichlet :
U(mb Ty mk) = UO(mb Ty :Ek), (14)

valable en tout pointa(s, - - -,zx) O° d’'un ensemble discrdt. Nous gsolvons (13,14)
en prenant lecas limite pourt +— oo, de I'équation de la chaleur (1,2,3). Soit, en effet,
T(t,z1,---,zx) une solutiora’lI'equation (1) de la chaleur, obterapartir d’'unétat initial (2)
arbitraire, compatible avec la condition de Dirichlet (3), que I'on prend identig(#4). La
fonction

U(mla o '7mk) = T(OO,:E]_, te '7mk)

est solution desquations (13,14); cette solution estique indépendamment dedtat initial,
pourvu qud™ # [ soit non vide.

Dautray, Lions [DL 88] et Feynman [FLS 63gdfivent quelques applications du calcul de
(13,14) enelectrostatiqueelectromagatisme, optiqueelasticig, mécanique, hydrostatique,
etc

6 Vitesse de convergence

Lit'eration (5)H1 - --HixG: = Gi+1 CONverge, pout — oo, vers une solutiorf’ = G
indépendante detat initial Go, pourvu qu'il soit compatible avec la condition de Dirichlet
(14), supposé non vide. Le choix dedtat initial affecte cependantVétesse de convergence
i.e. le nombre minimall’ = T'(¢) de pas d'i€ration ¢ — ¢ + 1) nécessaire pour obtenir une
solutionGr de (13,14), appro@€ac > 0 pres :

|AF| = |Gr+1— Gr| < €.

En géréral, le processus devient nariuement stableg ¢ = Az pres, apes un nombre de
pas d'igration (5) de I'ordre den = Az~!. Le nombre total d’opfations etessaires la
résolution du proldime (13,14) de Laplace, en prenant la limite @edlution desquations
(1,2,3) de la chaleur, est donc proportionaet®**. Les techniques qui suivent permettent de
réduire ce temps de convergence, par un choix appraoleriétat initial.

On se limite ici, pour simplifier les notations, au pretnée de Laplace en deux dimensions,
sur une grille de taillen®. La complexi€ du processusatatif estO (m?), dans ce cas.
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14 Jean Vuillemin

6.1 Multi-grilles

Lidee ¢grérale est de choisir, powtat initial sur une grille finen x m, une injection
de la solution au mme probéme de Laplace, caleeg Ecursivement sur une grille groesé’
m' x m/, avecm’ < m. La description la plus simple de cet algorithme vient en prenant
m=2m’:
, . .. . . 2 .
1. Lesm? donrges initialesGo(i, j) sont proje¢es sur la grillem’? = -, suivant la
formule :

Go(5,4) + Goli + 1,5) + Go(i, 5+ 1) +Go(e + 1,5 + 1)

1rsl I\ —
G0(7’7])_ 4

avec: = 2 etj = 25'. On dBcide de I'appartenancé,(;') (T ’, aux points de Dirichlet
de la grille grossfte, par : (2,25") (I ou (2Z'+1,25) (T ou (2',25'+1) T ,ou
enfin (2’ +1,25'+1) 0T .

2. On Esoud ecursivement le probhe de Laplace, sur les’? points de la grille grossre.
La récursion se termine par un calcwdriatif, quand la taille de grille est suffisamment
petite : m < my.

3. Oninjecte la solutio”, (¢/, ') ainsi obtenue pour la grillex2, sur la grille fine :

Gl(7’7]) = Géo(ll’ - 27.7 - 2) pouriui [r )
Gl(7’7]) = G0(7’7]) pouriui r .

4. On termine le calcul éativement, en appliquant le sha (9) jusqua’la convergence,
a partir de |Btat initial G1(z, 7) calcuk & I'etape pecdente.

Une analyse simple montre que le nombre total diafionsgm? = m? + m2 + tm? + . ..
de cet algorithme, est proportionreela taillem? du probEme initial.

6.2 Multi-échelles
L'algorithme multi-grilles s’adapte mal au neatél pesent”en Section 4 :

e Le temps de projectioretape 1) et d'injectionefape 3) esedala celuim?Ar d'un
parcours complet de la emioire; ces oprations ecessitent, de plus, un neaél
spécifique.

¢ Larésolution ecursive étape 2) rtessitdog,m compteurs d’adresse, nombre quiltro”
arbitrairement avec la taille de la grille.

L'algorithme multi€chelles (parallel superconvergent multigrid de [FMcB 88inine la
projection et l'injection du multi-grilles, enesolvant ecursivement quatre prabhes de
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Equations de Laplace et de la chaleur 15

Laplace, au lieu d'un seul pour le ftitgrilles, sur les grilles grossres (Q0), (0, 1), (1,0)
et (1, 1), obtenues en congddnt ¢,7) (mod 2). Cette rathode converge plus vite (voir
[McB&al 90]) que le multi-grilles. Chaquetape ecursive traite un volume de doees
égala celuim? du probEme initial, pour un total proportionnalm?logym opérations. Cet
algorithme est donc plus lent que leepgtent, sur des machinesggientielles, o faible
paralElisme. Il se montre pourtant plus rapide, sur des machines hautemenglparajli
tirent parti des avantages que le mathelles possde sur le multi-grilles :

e nombre total de passes plus faibla,alSa meilleure convergence;
¢ simplicité du contole, en particulier lors des transitions entre passes;

¢ volume constant des calculs pour chaque passe, qui permet d’exploiter ueljsanall”
arbitraire.

Il ne reste plus, pour adapter I'algorithme mudtihelles au matiel décrit en Section 4, qa’”
enéliminer la Bcursivig.

6.3 Multi-dimensions

Si onélimine la Ecursion, le multiechelles reviena ¥soudre, d'abord, un pradhie de
Laplace sur le paralépipede x 7 x 4, en trois dimensions; lesultat de ce calcul est alors
injectt comme valeur initiale d’'uneesolution i€rative sur le caam?. C’est la structure de
I'algorithme multi-dimensions qui suit, a@s optimisation du choix des dimensions, dans la
premereétape. Pour leektrire, remarquons qu'il existe ubgection naturelleentre le cae”
m? et le cube en quatre dimensioc{%“. En posanin = 2%¢, doncr = /m = 22, le point
gérérique ¢, 7) O C2 du carg m? est mis en correspondance avec celyi(w,z) 0 C4 du

uber ule:
cuber? par la formule
i=utrv,j=wtre;

et réciproquement par :
u=g|lr,v=itr,w=j|r,e=75=+r
Le probEme de Laplace, en dimension deux,esotid alors en deux passes :
1. On calcule grativement Evolution de IEquation de la chaleur equatredimensions,

pour un nombre dfapes de I'ordre dg’m; le cuber® de dEpart est en correspondance
naturelle avec la grille initialen?, pourm = 2%, r = /m = 2°.

2. On calcule grativement Evolution de IEquation de la chaleur eteuxdimensionsa’
partir de I'état calcud’a I'etape pecddente, par la correspondance naturelle.

Nous conjecturons que le nombre de passEessairea I'etape 2 du multi-dimensions est
de l'ordre de,/m, ce qui donnerait cet algorithme une complegi€nO(m?,/m). Cette
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?él\c/)l Adresses __n gem
| | Pi peLi ne 64
Video < DS5000 Ai gui | | age
Tur boChannel Pi peLi ne 64

Figure 3: Structure du syatie.

hypothese est en accord avec les essai®BRENtaux, ainsi que les analyses que nous avons
pu mener, dans quelques cas particuliers.

Remarque :On peut, bien entendugitér plusieurs fois la techniqgue multi-dimensioas; *
la limite, on retrouve le multechelles. Ceci n’est cependant pasessaire, vu les tailles de
grilles réalisables, avec lesamoires actuelles.

7 Réalisations concretes

Nous pesentons ici quelques caradstiques des matiels que nous avongali€s, au
moyen de la technologie PAM. Si l'utilisation d@®mposants configurablesest Evélée
indispensable dans la mise au point des compromis logiciethehtuxquels nous sommes
arrivés, les esultats de cettetide sont directement applicables aux technologies, plus
classiques, de circuits@diffusgs (ASIC gate array) etfagon (full custom VLSI). L'utilisation
de circuits sptifigues permettra deeduire,a performance constante, le volume et le prix
unitaire du magfiel nécessaire.

L'ensemble du syste (hors mmoires) correspona un pediffusé de 180K portes, ou un
circuit & fagon de 800K transistors, dotle 256 pattes de communication.

Les tempgtratures sont repsenges sur 25 bits, soit 24 bits utiles, et un bit de arit’
pour cEcider de l'appartenanca". Ce choix permet des largeurs de grilles jusqu&’
m = 2% ~ 8M, suffisant en pratique.

7.1 Structure d’'ensemble

Le syseme de la Figure 3, se compose de :

¢ Un ordinateur bfe (DS5000, station 25 MIPS) qui coolie’ensemble (nature et sens
des passes). |l permet aussila visualisation en teegb$édé 5220 images 51 512x 8
par seconde) dedtat interne du systhe. En mode 3D, les RAM de hé servent de
mémoire de doneés, ce qui permet de traiter des cubes dé 26Bantillons.
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e L'hOte est rek’a la PAM par un lien TurboChanned haut @bit (100M octets par
seconde).

e La partie PAM, galigge surDecPeR Leq1, comprend :

— 4M octets de RAM, utiliss en mode 2D pour stocker quatre images dée 512
échantillons.

— Un ¢érérateur d’adresses, qui comprend les 8 compteecgssaires au multi-
échelle, en 2D.

— Un chemin des dore€s, compasde deux pipe-lines de 64 eqteursH chacun.
ChaqueelémentH opere sur des entiers 25 bits, orgas®n 6 blocs de 4 bits, avec
un bit de redondance par bloc; le bit de pafappartenancal’) est dupliqe, par
raison de syrafrie, pour un total de 32 bits pareqateur. Cet ensemble correspond
a 150K portes logiques, soit plus de 80% du total.

— Un aiguilleur serta’selectionner la source des dees’(lote en 3D et PAM en
2D), eta connecter les deux ma@s du pipe-line, en parele, ou en sfie. |l
comprend en outre les deux additionneurs, qui assurent la conversion en format
non redondant la fin des pipe-lines.

7.2 Performances

Tout le syséme ogrea la frequence, 20MHz, desenioires, pour calculer 128 etions
H, a chaque pasAr = 50ns.

En optimisant le code machine, pour le jeu d’instructions MIPS, nous arraamstotal
de 10 instructions par @pation, compte tenu des conditions de Dirichlet, de la formule
(12), et de la gestion des adresses. Un ordinatguesitiel classique devra donceexter 25
G instructions par seconde, pour reproduire le calcul de notreriaatNotre co-processeur
PAM, double le volume de soroke (DecPeR Le; se loge dans la eme bote que le DS5000),
et multiplie ses performances par mille, pour ce peofé particulier.

En ne comptant, maintenant, que l'aritetigue dans (12), on arrivea 5 G opgrations
effectives par seconde, addition oecdlage en virgule fixe; avec, en prime, conservation de
la quanti€ initiale de chaleur (7), et prise en compte des conditions de Dirichlet. €pasdé
les puissances de calculs me=ag par [McB 88] et [McB&al 90], qui donnent la Connection
Machine CM-2a 3.8Gflop, et le CRAY Y-MRa0.7Gflop.

D’apres [BKH 88], la mesure, en $ par Mflop, de ces super-ordinateurs est de 3K$/Mflop
pour la Connection Machine CM-2, et 10K$/Mflop pour le CRAY Y-MP. En estimant, sur la
base (discutable) des 20 prototypes construits, le priPelRLe; a 100K$, nous trouvons
25%/Mop, soit un gain de deux ordres de grandeur sur le prix dstdution degquations de
Laplace et de la chaleur.
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18 Jean Vuillemin

8 Conclusion

Nous n’avons, bien entendu, aberdu’un aspect partiel, etes simple, de I'analyse
numerique contemporaine. Il reste comprendre, et c'est loin effe immediat, comment
appliquer cette technologi des nethodes plus g/¥rales (diffusion avec second membre,
milieu anisotropegléments finis), et aux autregjtations de la physique (ondes, transport,
Navier-Stokes, Schdinger).

Les @sultats obtenus sont cependant positifs : dsdént un chemin direct menaatdes
solveurs nurafiques spétialigs, dont I'uni€ de puissance est le Top/sec, mille fois plus rapide
gue les super-ordinateurs actuels. C'est techniquement faisable, en quelqess ahalr un
petit budget.

Les analystes nuericiens sauront-ils exploiter des machines dont les possibditjorith-
miques sont aussi contraintes que celles que nous proposons ?
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