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R�esum�e

Dans cet article, nous exploitons la reductibilit�e d'un polynôme d'une vari-

able pour calculer eÆcacement son corps de d�ecomposition.

Abstract

In this paper, we use reducibility of an univariate polynomial in order to

compute eÆciently its splitting �eld.

Introduction

Dans [4], l'auteur calcule le centre du groupe de Galois d'un polynôme de

Z[x] a�n de d�eterminer s'il est ab�elien. Dans le cas o�u le polynôme est

r�eductible et o�u le groupe de Galois de chacun de ses facteurs est ab�elien,

l'auteur calcule alors son corps de d�ecomposition avec eÆcacit�e. Dans cet

article, est d�ecrite une m�ethode g�en�erale pour calculer eÆcacement le corps

de d�ecomposition d'un polynôme r�eductible quelconque dont les coeÆcients

appartiennent �a un corps parfait.

L'algorithme GaloisId�eal de [8] calcule le corps de d�ecomposition K

d'un polynôme d'une variable f �a coeÆcients dans un corps parfait k.

Le polynôme f est suppos�e s�eparable et de degr�e n. Plus pr�ecis�ement,

l'algorithme GaloisId�eal retourne un ensemble triangulaire engendrant un

id�eal maximal M de k[x1; : : : ; xn], appel�e id�eal des relations. Le corps K

est isomorphe �a l'anneau quotient k[x1; : : : ; xn]=M (o�u x1; : : : ; xn sont des

variables alg�ebriquement ind�ependantes).

La m�ethode utilis�ee par l'algorithme GaloisId�eal consiste �a de construire

une châ�ne ascendante d'id�eaux triangulaires, appel�es id�eaux de Galois du

polynôme f , :

I1 � I2 � � � � � Is =M(1)

o�u I1 est par d�efaut l'id�eal des relations sym�etriques engendr�e par l'ensemble

triangulaire form�e par les modules de Cauchy (voir [3] ou [7]). Le calcul

d'un id�eal Ii+1 �a partir de Ii impose de connâ�tre un ensemble triangulaire

engendrant Ii et un stabilisateur Li de Ii qui est un sous-ensemble du groupe
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sym�etrique Sn (le stabilisateur de M est un groupe isomorphe au groupe de

Galois de K sur k). La complexit�e de ce calcul d�epend du cardinal de Li
�egal �a celui de la vari�et�e aÆne V (Ii) de l'id�eal Ii. Lorsque I1 est l'id�eal des

relations sym�etriques son stabilisateur est le groupe Sn, de cardinal n!.

C'est le calcul coûteux du d�ebut de la châ�ne (1) que nous pourrons �eviter

lorsque le polynôme f se factorise sur k en s > 1 facteurs de degr�es respectifs

d1; : : : ; ds. En e�et, avec le Th�eor�eme 2.4, il est possible de prendre pour

I1 un id�eal de Galois dont le stabilisateur est de cardinal compris entre

m1!m2! : : : ms! et d1! d2! : : : ds! o�u mi est le cardinal du groupe de Galois

sur k du i-i�eme facteur sur k du polynôme f .

Les paragraphes 1 comporte des rappels des articles [8] et [2] concernant les

id�eaux de Galois. Le paragraphe 2 comporte le Th�eor�eme principal que nous

illustrerons par des exemples. Le paragraphe 3 donnera une application du

th�eor�eme 2.4.

1. Rappels sur les id�eaux de Galois

1.1. Id�eal des relations et groupe de Galois.

Notons k̂ une clôture alg�ebrique du corps k. Posons � = (�1; : : : ; �n) 2 k̂
n,

un n-uplet des racines suppos�ees distinctes du polynôme f .

Dans k[x1; : : : ; xn], l'id�eal des �-relations

M = fR 2 k[x1; : : : ; xn] j R(�1; : : : ; �n) = 0g

est engendr�e par un ensemble triangulaire de polynômes appel�es modules

fondamentaux dans [7]. Le corps de d�ecomposition K = k(�1; : : : ; �n) de f

est isomorphe �a l'anneau quotient k[x1; : : : ; xn]=M. Le calcul des modules

fondamentaux revient donc �a calculer le corps K. Le groupe

Galk(�) = f� 2 Sn j (8R 2M) R(��(1); : : : ; ��(n)) = 0g

est appel�e le groupe de Galois de � sur k ; il est isormorphe �a Galk(K), le

groupe de Galois de K sur k.
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1.2. Id�eaux de Galois, Stabilisateurs et vari�et�es.

Soit L une partie de Sn contenant l'identit�e. L'id�eal radical I d�e�nit par :

I = fR 2 k[x1; : : : ; xn] j (8� 2 L) R(��(1); : : : ; ��(n)) = 0g

est appel�e l'(�;L)-id�eal de Galois (sur k) ou, de mani�ere plus g�en�erale, un

id�eal de Galois du polynôme f (sur k). L'(�; Sn)-id�eal de Galois est appel�e

l'id�eal des relations sym�etriques (entre les racines de f) et l'id�eal des �-

relations M est l' (�; In)-id�eal de Galois que nous noterons aussi I�.

Le stabilisateur de I relatif �a � est l'ensemble :

Stab(I; �) = f� 2 Sn j (8R 2 I) R(��(1); : : : ��(n)) = 0g :

Puisque l'id�eal I est aussi l'(�;Stab(I; �))-id�eal de Galois, nous pouvons

l'appeler l' �-id�eal de Galois de stabilisateur Stab(I; �) (relatif �a �). Ce

stabilisateur se d�eduit de l'ensemble L par la formule suivante :

Stab(I; �) = Galk(�)L = fgl j g 2 Galk(�) ; l 2 Lg :(2)

En particulier, L � Stab(I; �), Galk(�) � Stab(I; �) et

Stab(I; �) = Galk(�) Stab(I; �) :(3)

Lorsque Stab(I; �) est un groupe, il est ind�ependant du choix de � dans la

vari�et�e de I. Nous l'appelons le stabilisateur de I.

Remarque 1. L' id�eal des �-relations est l'�-id�eal de Galois de stabilisateur

le groupe de Galois Galk(�) et l' id�eal des relations sym�etriques entre les

racines de f est l'�-id�eal de Galois de stabilisateur le groupe sym�etrique Sn.

La vari�et�e aÆne V (I) = f� 2 k̂
n j (8R 2 I) R(�1; �2; : : : ; �n) = 0g de I

dans k̂n est donn�ee par :

V (I) = f(��(1); : : : ��(n)) j � 2 Stab(I; �)g :(4)
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1.3. Id�eaux de Galois triangulaires.

Un sous-ensemble T de n polynômes de k[x1; : : : ; xn] est dit triangulaire

si T = ff1(x1); f2(x1; x2); : : : ; fn(x1; : : : ; xn)g o�u le i-i�eme polynôme fi est

unitaire en tant que polynôme en xi avec deg(fi; xi) > 0. Cet ensemble

triangulaire est dit s�eparable si chaque polynôme fi de T v�eri�e la condition

suivante :

8(�1; : : : ; �n) 2 k̂
n tel que 8j 2 [1; n], fj(�1; : : : ; �n) = 0, le polynôme d'une

variable fi(�1; : : : ; �i�1; x) n'a pas de racine multiple dans k̂.

Si un id�eal est engendr�e par un ensemble triangulaire s�eparable, il est dit

triangulaire.

Lorsque le stabilisateur d'un id�eal de Galois est un groupe, cet id�eal est alors

triangulaire (voir [2] ). Tous les id�eaux de Galois construits par des m�ethodes

e�ectives sont triangulaires (voir [5] ou Th�eor�eme 2.4 de cet article). Aucun

th�eor�eme n'a encore attest�e que tout id�eal de Galois est n�ecessairement en-

gendr�e par un ensemble triangulaire mais si c'est le cas il est n�ecessairement

s�eparable puisque l'id�eal est radical.

2. Id�eal de Galois de stabilisateur un groupe produit

Lorsque le polynôme f est r�eductible sur k, son groupe de Galois sur k est

un sous-groupe du produit direct des groupes de Galois sur k de ses facteurs

sur k. Nous allons montrer que des id�eaux de Galois triangulaires de chacun

des facteurs de f nous pouvons d�eduire un id�eal de Galois triangulaire J

de f (i.e. un ensemble triangulaire l'engendrant ainsi que son stabilisateur)

contenant strictement l'id�eal des relations sym�etriques entre les racines de f .

L'algorithme GaloisId�eal pourra être ensuite utilis�e pour calculer l'id�eal

des �-relations �a partir de I1 = J .

Supposons dans cette partie que le polynôme f se factorise sur k en deux

polynômes g et h de degr�es respectifs m et p = n�m, que � = (�1; : : : ; �m)

est un m-uplet des racines de g et que 
 = (�m+1; : : : ; �n) est un p-uplet

des racines de h.

Rappelons le r�esultat bien connu suivant dont nous donnons une

d�emonstration simple �a partir des id�eaux de Galois.

Lemme 2.1. Galk(�) � Galk(�)�Galk(
).

D�emonstration. Soit � 2 Galk(�).

Nous avons naturellement I�k[x1; : : : ; xn] � I�, c'est-�a-dire que toute �-

relation est n�ecessairement une �-relation. Si � 62 Sm � Sp alors il ex-

iste i 2 [1;m] tel que j = �(i) 2 [m + 1; n]. Comme g(xi) 2 I�, par

d�e�nition de Galk(�), g(�j) = 0, ce qui est impossible car �j est racine

de h et f est s�eparable. Donc � 2 Sm � Sp et � = ��
0 avec � 2 Sm et

�
0 2 Sp. Par d�e�nition de Galk(�), pour toute �-relation R nous avons

R(��
�(1)

; : : : ; ��(m); �� 0(m+1); : : : ; �� 0(n)) = 0, et donc, en particulier, pour
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toute �-relation R nous avons R(��
�(1)

; : : : ; ��
�(m)

) = 0. Donc � 2 Galk(�),

de même � 0 2 Galk(
), et �nalement � 2 Galk(�)�Galk(
). �

Lemme 2.2. Si g et h sont k-irr�eductibles alors les Galk(�)-orbites de

f1; : : : ; ng sont f1; 2; : : : ;mg et fm+ 1;m+ 2; : : : ; ng.

D�emonstration. Les racines �1; �2; : : : ; �m du polynôme g sont les ��(i) o�u

� parcourt Galk(�) puisque g est irr�eductible sur k. Donc f1; 2; : : : ;mg
est l'orbite de 1 sous l'action Galk(�). De même fm+ 1;m + 2; : : : ; ng est

l'orbite de m+ 1 sous l'action Galk(�). �

Exemple 2.3. Posons m = 5 et p = 2.

Supposons que Galk(�) soit le groupe cyclique C5 =< (1; 3; 2; 4; 5) > et que

Galk(
) = S2. Comme le groupe C5 � S2 n'a pas de sous-groupe propre

dont l'action sur f1; 2; : : : ; 7g ait une orbite de longueur 5=deg(g) et une de
longueur 2=deg(h), nous avons n�ecessairement Galk(�) = C5 � S2.

Supposons que Galk(�) soit le groupe dih�edral D5 =< � = (1; 5; 2; 3; 4); � =

(1; 3)(2; 5) > et que Galk(
) = S2. Le seul sous-groupe propre de D5 � S2

qui ait une orbite de longueur 5 et une de longueur 2 est le groupe G2 =<

�; �(6; 7) >. Le groupe de Galois Galk(�) est donc ou bien D5 � S2 ou bien

G2.

Th�eor�eme 2.4. Soit I1 (resp. I2) un �-id�eal (resp. 
-id�eal) de Galois

appartenant �a k[x1; : : : ; xm] (resp. k[xm+1; : : : ; xn]) de stabilisateur G (resp.

H) relatif �a � (resp. 
). (nous avons donc G � Sm et H � Sp).

Supposons que les id�eaux I1 et I2 soient engendr�es respectivement par

des ensembles triangulaires s�eparables T1 dans k[x1; : : : ; xm] et T2 dans

k[xm+1; : : : ; xn]. Alors l'id�eal de k[x1; x2; : : : ; xn] engendr�e par l'ensemble

triangulaire T1 [T2 est l'�-id�eal de Galois de stabilisateur G�H ; il v�eri�e

donc :

I
G�H

� = I1k[x1; : : : ; xn] + I2k[x1; : : : ; xn] :

En particulier,

Card(Galk(�))Card(Galk(
)) � Card(V (J)) = Card(G):Card(H) � m! p!:

D�emonstration. L'id�eal I de k[x1; : : : ; xn] engendr�e par l'ensemble triangu-

laire T1 [ T2 est naturellement l'id�eal I1k[x1; : : : ; xn] + I2k[x1; : : : ; xn].

Puisque G (resp. H) est le stabilisateur de I1 (resp. I2), nous avons d'apr�es

(4)

V (I1) = G:� = f(��(1); : : : ; ��(m)) j � 2 Gg

(resp. V (I2) = H:
). Les �el�ements de k̂
n annulant T1 (resp. T2) sont

les (��(1); : : : ; ��(m); u1; : : : ; up) (resp. (v1; : : : ; vm; ��(m+1); : : : ; ��(n))) avec

� 2 G, (resp. � 2 H) et ui; vj 2 k̂. Les racines de f �etant deux �a deux

distinctes, les �el�ements de k̂
n annulant T1 [ T2 sont les n-uplets distincts

(��(1); : : : ; ��(n)) de k̂
n o�u � parcourt G�H.
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L'id�eal I �etant engendr�e par l'ensemble triangulaire T1[T2, sa vari�et�e aÆne

V (I) est l'ensemble des �el�ements de k̂n annulant les polynômes de T1 [ T2 :

V (I) = f(��(1); : : : ; ��(n)) j � 2 G�Hg :

L'ensemble triangulaire T1 [ T2 �etant s�eparable, l'id�eal I est radical et nous

avons :

I = fR 2 k[x1; x2; : : : ; xn] j (8� 2 G�H) R(��(1); ��(2); : : : ; ��(n)) = 0g :

Les racines �i �etant deux �a deux distinctes, l'id�eal I est un �-id�eal de Galois

de stabilisateur G�H. �

Remarque 2. Par induction, le th�eor�eme pr�ec�edent se g�en�eralise au cas o�u

f se factorise en plus de deux facteurs.

Les polynômes des exemples ci-apr�es on �et�e pris dans la base de donn�ees

de J�urgen Kl�uners et Gunter Malle disponible sur internet �a l'adresse

http://www.iwr.uni-heidelberg.de/groups/compalg/minimum/.

Exemple 2.5. Soient les polynômes Q irr�eductibles g = x
5�x

4�4x3+3x2+

3x � 1 et h = x
2 + 1 et f = g:h. En conservant les notations du th�eor�eme

2.4, nous calculons les id�eaux des relations I� et I
 . L'ensemble trianguaire

T1 = f x
5
1 � x

4
1 � 4x31 + 3x21 + 3x1 � 1;

x2 + x
2
1 � 2;

x3 � x
3
1 + 3x1;

x4 � x
4
1 + x

3
1 + 3x21 � 2x1 � 1;

x5 + x
4
1 � 4x21 + 2g

engendre l'id�eal I� des �-relations de stabilisateur le groupe cyclique C5 =<

(1; 3; 2; 4; 5) > et T2 = fx26 + 1; x7 + x6g engendre l'id�eal I
 des 
-relations

de stabilisateur le groupe sym�etrique S2. Nous avons C5 =GalQ (�) et

S2 =GalQ (
). Les deux ensembles triangulaires T1 et T2 se calculent rapi-

dement. D'apr�es le Th�eor�eme 2.4, appliqu�e �a G = C5, I1 = I�, H = S2 et

I2 = I
 , l'id�eal engendr�e par T1 [ T2 est l'�-id�eal de Galois de stabilisateur

C5 � S2 et, comme GalQ (�) = C5 � S2 (voir Exemple 2.3), c'est l'id�eal I�
des �-relations.

Exemple 2.6. Soient les polynômes Q irr�eductibles g = x
5�2x4+2x3�x2+1

et h = x
2 + 1 et f = g:h. Nous proc�edons de même que pour l'exemple

pr�ec�edent. L'ensemble triangulaire

T1 = f x
5
1 � 2x41 + 2x31 � x

2
1 + 1;

x
2
2 + (�x41 + x

3
1 � x

2
1 + x1 � 1)x2 � x1 + 1;

x3 + x2 � x
4
1 + x

3
1 � x

2
1 + x1 � 1;

x4 � x2x
4
1 + 2x2x

3
1 � 2x2x

2
1 + x2x1 + x

4
1 � 2x31 + 2x21 � x1;

x5 + x4 + x
4
1 � x

3
1 + x

2
1 � 1g
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engendre l'id�eal I� des �-relations de stabilisateur le groupe dih�edralD5 =<

� = (1; 5; 2; 3; 4); � = (1; 3)(2; 5) > (on a Galk(�) = D5) et T2 = fx26+1; x7+

x6g engendre l'id�eal I
 des 
-relations de stabilisateur le groupe S2. D'apr�es

le Th�eor�eme 2.4, l'id�eal I engendr�e par T1 [ T2 est l'�-id�eal de Galois de

stabilisateur D5 � S2.

Montrons comment l'algorithme GaloisId�eal calcule l'id�eal des �-relations

�a partir de l'id�eal I. Le groupe de Galois de � sur Q est soit G1 = D5 � S2

soit son sous-groupe G2 =< �; �(6; 7) > (voir Exemple 2.3). Le polynôme

� donn�e ci-dessous v�eri�e G2 = f� 2 G1 j �:� = �g :

� = x
2
1x2x6 + x

2
1x3x7 + x1x

2
2x7 + x1x

2
3x6 + x

2
2x4x6

+x2x
2
4x7 + x

2
3x5x7 + x3x

2
5x6 + x

2
4x5x6 + x4x

2
5x7:

Nous avons G1 = G2 + �G2 ; le polynôme R = (x � �(�))(x � �:�(�))

s'appelle une r�esolvante G1-relative de � par �. Si cette r�esolvante poss�ede

un facteur simple, alors le groupe de Galois de � sur k est contenu dans

G2 (voir, par exemple, [6]); c'est donc G2. L'ensemble triangulaire T1 [ T2

engendrant l'id�eal I permet de calculer cette r�esolvante (voir [2]) :

R = x
2 � 47 :

Comme elle est irr�eductible sur Q , le groupe de Galois GalQ (�) est G1 .

L'id�eal I� des �-relations est donc l'id�eal I.

Remarque 3. Si la r�esolvante R avait eu un facteur lin�eaire simple u(x) sur

Q alors on aurait eu GalQ (�) = G2 et I� = I + u(�)Q [x1; : : : ; xn] (voir [8]).

Le calcul des modules fondamentaux f1; : : : ; f7 engendrant l'id�eal I� aurait

�et�e rapide puisque, les degr�es de chaque polynôme fi en xi sont calculables �a

partir deG2 (voir [2]). Nous savons ainsi que si nous avions eu GalQ (�) = G2

alors aurions ff1; : : : ; f5g = T1, f7 = x7 + x6 et f6 de degr�e 1 en x6.

Exemple 2.7. Soit le polynôme f(x) = x
6+x

4+x
2+1 qui se factorise sur Q

en deux facteurs irr�eductibles g = x
4+1 et h = y

2+1. L'ensemble triangu-

laire T1 = fx41+1; x2+x1; x3�x
3
1; x4+x

3
1g engendre l'id�eal l'id�eal I� des �-

relations de stabilisateur le groupe V4 =< (1; 2)(3; 4) > (donc GalQ (�) = V4)

et T2 = fx25 +1; x6 + x5g engendre l'id�eal I
 des 
-relations de stabilisateur

le groupe S2. D'apr�es le Th�eor�eme 2.4, l'id�eal I engendr�e par T1 [ T2 est

l'�-id�eal de Galois de stabilisateur V4 � S2. En factorisant le polynôme h

dans k(�1), nous trouvons que 
1 � �
2
1 = 
2 + �

2
1 = 0. Donc l'id�eal des

�-relations est engendr�e par l'ensemble triangulaire T1 [ fx5 � x
2
1; x6 + x

2
1g

et son stabilisateur (de cardinal 4) est le groupe de Galois GalQ (�) =<

(1; 2)(3; 4); (5; 6)(1; 2)(3; 4) > qui est le seul sous-groupe propre dans V4 � S2

pouvant être le groupe de Galois de � (voir Lemme 2.2). Ici, pour simpli-

�er la pr�esentation nous n'avons pas utilis�e l'algorithme GaloisId�eal pour

calculer un id�eal maximal des relations. Une factorisation de h dans k(�1)

suÆt puisque k(�) = k(�1) et que h est un polynôme de degr�e 2. Mais c'est

un cas particulier. En g�en�eral, il est plus eÆcace d'utiliser GaloisId�eal que

de factoriser dans des extensions alg�ebriques dont les degr�es sont d'autant

plus �elev�es que le cardinal du groupe de Galois de f est grand (voir [1]).
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3. Application

Dans [5], il est construit des id�eaux de Galois triangulaires des facteurs de

f dans une extension alg�ebrique K de k. Les stabilisateurs de ces id�eaux

sont �egalement calcul�es. Le th�eor�eme 2.4 appliqu�e �a ces id�eaux permet d'en

d�eduire un id�eal de Galois I0 de f sur K ainsi qu'un de ses stabilisateurs L0.

Dans l'article sus-cit�e, �a partir de l'ensemble triangulaire engendrant I0, il

est d�eduit un ensemble triangulaire T engendrant un id�eal de Galois I de f

sur k et de L0, un stabilisateur L de I. Il est ensuite possible d'appliquer

l'algorithme GaloisIdeal avec I1 = I a�n de calculer un id�eal des relations

M.
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