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Résumé

Dans cet article, nous exploitons la reductibilité d’un polynéme d’une vari-
able pour calculer efficacement son corps de décomposition.

Abstract

In this paper, we use reducibility of an univariate polynomial in order to
compute efficiently its splitting field.

INTRODUCTION

Dans [4], 'auteur calcule le centre du groupe de Galois d’un polynéme de
Z[z] afin de déterminer s'il est abélien. Dans le cas ou le polynome est
réductible et ou le groupe de Galois de chacun de ses facteurs est abélien,
I’auteur calcule alors son corps de décomposition avec efficacité. Dans cet
article, est décrite une méthode générale pour calculer efficacement le corps
de décomposition d’un polynoéme réductible quelconque dont les coefficients
appartiennent a un corps parfait.

L’algorithme GaloisIdéal de [8] calcule le corps de décomposition K
d’un polynéme d’une variable f & coefficients dans un corps parfait k.
Le polynéme f est supposé séparable et de degré n. Plus précisément,
I’algorithme GaloisIdéal retourne un ensemble triangulaire engendrant un
idéal maximal M de k[z1,...,z,], appelé idéal des relations. Le corps K
est isomorphe & ’anneau quotient k[z1,...,z,]/M (ot z1,...,z, sont des
variables algébriquement indépendantes).

La méthode utilisée par I’algorithme GaloisIdéal consiste & de construire
une chaine ascendante d’idéaux triangulaires, appelés idéaux de Galois du
polynome f, :

(1) LchcCc---Cly=M

ou I; est par défaut I'idéal des relations symétriques engendré par I’ensemble
triangulaire formé par les modules de Cauchy (voir [3] ou [7]). Le calcul
d’un idéal I;;1 & partir de I; impose de connaitre un ensemble triangulaire
engendrant I; et un stabilisateur L; de I; qui est un sous-ensemble du groupe
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symétrique S,, (le stabilisateur de M est un groupe isomorphe au groupe de
Galois de K sur k). La complexité de ce calcul dépend du cardinal de L;
égal & celui de la variété affine V' (I;) de 'idéal I;. Lorsque I; est 'idéal des
relations symétriques son stabilisateur est le groupe S,,, de cardinal n!.

C’est le calcul coliteux du début de la chaine (1) que nous pourrons éviter
lorsque le polynéme f se factorise sur k£ en s > 1 facteurs de degrés respectifs

di,...,ds. En effet, avec le Théoreme 2.4, il est possible de prendre pour
I; un idéal de Galois dont le stabilisateur est de cardinal compris entre
milmal ... .mg! et dilds! ...ds! ol m; est le cardinal du groupe de Galois

sur k du i-ieme facteur sur £ du polynéme f.

Les paragraphes 1 comporte des rappels des articles [8] et [2] concernant les
idéaux de Galois. Le paragraphe 2 comporte le Théoréme principal que nous
illustrerons par des exemples. Le paragraphe 3 donnera une application du
théoreme 2.4.

1. RAPPELS SUR LES IDEAUX DE GALOIS

1.1. Idéal des relations et groupe de Galois.
Notons k une cloture algébrique du corps k. Posons a = (o, ..., ayp) € k™,
un n-uplet des racines supposées distinctes du polynéme f.

Dans k[z1,...,zy], Uidéal des a-relations

M={R € k[z1,...,z] | R(ai,...,a,) =0}

est engendré par un ensemble triangulaire de polynomes appelés modules
fondamentauz dans [7]. Le corps de décomposition K = k(a1,...,ay) de f
est isomorphe & I’anneau quotient k[z1,...,z,]/M. Le calcul des modules
fondamentaux revient donc & calculer le corps K. Le groupe

Galk(g) = {U € S, | (VR € M) R(OAU(I), . ,ag(n)) = 0}

est appelé le groupe de Galois de a sur k ; il est isormorphe & Galg(K), le
groupe de Galois de K sur k.
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1.2. Idéaux de Galois, Stabilisateurs et variétés.
Soit L une partie de S, contenant ’identité. L’idéal radical I définit par :

I:{REk[J?l,...,:L‘n] | (VUEL) R(ag(l),...,ag(n)):()}

est appelé I'(a, L)-idéal de Galois (sur k) ou, de maniére plus générale, un
idéal de Galois du polynome f (sur k). L’(«, Sy,)-idéal de Galois est appelé
Vidéal des relations symétriques (entre les racines de f) et l'idéal des a-
relations M est I’ (a, I,)-idéal de Galois que nous noterons aussi I,.

Le stabilisateur de I relatif a a est ’ensemble :

Stab(I,a) ={c €S, | (VReI) R(ag(l), .. ag(n)) =0}

Puisque l'idéal I est aussi I'(«, Stab(I, a))-idéal de Galois, nous pouvons
Vappeler I' a-idéal de Galois de stabilisateur Stab(I,a) (relatif & a). Ce
stabilisateur se déduit de ’ensemble L par la formule suivante :

(2)  Stab(l,a) = Galy(@)L={gl | g€ Galyla), € L}

En particulier, L C Stab(/,a), Galx(a) C Stab(I, ) et

(3) Stab(I,a) = Galg(a)Stab(l,a)

Lorsque Stab(I, «) est un groupe, il est indépendant du choix de a dans la
variété de I. Nous l'appelons le stabilisateur de I.

Remarque 1. L’ idéal des a-relations est I’a-idéal de Galois de stabilisateur
le groupe de Galois Galy(«) et 1’ idéal des relations symétriques entre les
racines de f est 'a-idéal de Galois de stabilisateur le groupe symétrique .S,,.

La variété affine V(I) = {f € k" | (YR € I) R(ou,o,...,0n) =0} de T

dans k" est donnée par :

(4) V(I) = {(arq), - -arm)) | 7€ Stab(l, )}
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1.3. Idéaux de Galois triangulaires.

Un sous-ensemble 7' de n polynémes de k[x1,...,z,] est dit triangulaire
siT = {fi(x1), falz1,22),- .-, fu(z1,...,25)} ol le i-iéme polynome f; est
unitaire en tant que polynéme en z; avec deg(fi,z;) > 0. Cet ensemble
triangulaire est dit séparable si chaque polynéme f; de T vérifie la condition
suivante :

V(Bi,...,Bn) € k" tel que Vj € [1,n], fi(B1,...,Bn) =0, le polynéme d’une
variable f;(B1,...,Bi—1,x) n’a pas de racine multiple dans k.

Si un idéal est engendré par un ensemble triangulaire séparable, il est dit
triangulaire.

Lorsque le stabilisateur d’un idéal de Galois est un groupe, cet idéal est alors
triangulaire (voir [2] ). Tous les idéaux de Galois construits par des méthodes
effectives sont triangulaires (voir [5] ou Théoreme 2.4 de cet article). Aucun
théoreme n’a encore attesté que tout idéal de Galois est nécessairement en-
gendré par un ensemble triangulaire mais si c’est le cas il est nécessairement
séparable puisque I’idéal est radical.

2. IDEAL DE GALOIS DE STABILISATEUR UN GROUPE PRODUIT

Lorsque le polyndéme f est réductible sur k, son groupe de Galois sur k est
un sous-groupe du produit direct des groupes de Galois sur k de ses facteurs
sur k. Nous allons montrer que des idéaux de Galois triangulaires de chacun
des facteurs de f nous pouvons déduire un idéal de Galois triangulaire J
de f (i.e. un ensemble triangulaire ’engendrant ainsi que son stabilisateur)
contenant strictement 1’idéal des relations symétriques entre les racines de f.
L’algorithme GaloisIdéal pourra étre ensuite utilisé pour calculer I’idéal
des a-relations & partir de I1 = J.

Supposons dans cette partie que le polynéme f se factorise sur k en deux
polynomes g et h de degrés respectifs m et p =n—m, que 8 = (a,..., )
est un m-uplet des racines de g et que v = (mt1,---,Q,) est un p-uplet
des racines de h. B

Rappelons le résultat bien connu suivant dont nous donnons une
démonstration simple & partir des idéaux de Galois.

Lemme 2.1. Gali(a) C Galp(B) x Galg(v).

Démonstration. Soit o € Galy ().

Nous avons naturellement Igk[zi,...,x,] C I, C’est-a-dire que toute [-
relation est nécessairement une a-relation. Si o € S, x S, alors il ex-
iste 4 € [1,m] tel que j = o(i) € [m + 1,n]. Comme g(z;) € I,, par
définition de Galg(a), g(a;) = 0, ce qui est impossible car «; est racine
de h et f est séparable. Donc o € Sy, x Sp et 0 = 77" avec 7 € S, et
" € S,. Par définition de Galy(a), pour toute a-relation R nous avons

R(aTo(l),...,aT(m),aT/(mH),...,aT,(n)) = 0, et donc, en particulier, pour
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toute S-relation R nous avons R(ar, ), .., ) = 0. Donc 7 € Galg(8),
de méme 7' € Galy(7), et finalement o € Galy(8) x Galy(7). O

Lemme 2.2. Si g et h sont k-irréductibles alors les Gal(a)-orbites de
{1,...,n} sont {1,2,...,m} et {m+1,m+2,...,n}.

Démonstration. Les racines oy, @, ..., &y du polynoéme g sont les a, ;) ou
o parcourt Galg(a) puisque g est irréductible sur k. Donc {1,2,...,m}
est l'orbite de 1 sous l'action Galg(@). De méme {m + 1,m +2,...,n} est
l'orbite de m + 1 sous l'action Galy(«). O

Ezxemple 2.3. Posons m =5 et p = 2.

Supposons que Galg(3) soit le groupe cyclique C5 =< (1,3,2,4,5) > et que
Galy,(y) = Sy. Comme le groupe Cs x Sy n’a pas de sous-groupe propre
dont ’action sur {1,2,...,7} ait une orbite de longueur 5=deg(g) et une de
longueur 2=deg(h), nous avons nécessairement Galg(a) = C5 X So.
Supposons que Galg(/3) soit le groupe dihédral D5 =< o = (1,5,2,3,4), 7 =
(1,3)(2,5) > et que Galg(y) = S3. Le seul sous-groupe propre de D5 X Sy
qui ait une orbite de longueur 5 et une de longueur 2 est le groupe Gy =<
o,7(6,7) >. Le groupe de Galois Galg(a) est donc ou bien D5 x Sy ou bien

Ga.

Théoréme 2.4. Soit Iy (resp. Ip) un B-idéal (resp. v-idéal) de Galois
appartenant & k[z1,...,zn] (resp. k[Tmi1,...,zy]) de stabilisateur G (resp.
H) relatif & B (resp. 7). (nous avons donc G C Sy, et H C S)).

Supposons que les idéauz I, et I, soient engendrés respectivement par
des ensembles triangulaires séparables T dans klzi,...,zy] et To dans
Elmit1y ... xp). Alors Uidéal de k[xi,z29,...,2z,] engendré par l’ensemble
triangulaire Ty UTs est Ua-idéal de Galois de stabilisateur G x H ; il vérifie
donc :

I§" = Lk[zy,. .., 0] + Dk[z1,. .., 2]
En particulier,
Card(Galg(B))Card(Galg(y)) < Card(V(J)) = Card(G).Card(H) < m!pl.
Démonstration. L’idéal I de k[xq,...,z,] engendré par 'ensemble triangu-

laire T} U Tb est naturellement I'idéal I1k[z1,...,z,] + Lk[z1,. .., 2]
Puisque G (resp. H) est le stabilisateur de I (resp. I3), nous avons d’apres

(4)
V(Il) =G.a= {(aa(l)a s aaa(m)) | o€ G}

(resp. V(I2) = H.y). Les éléments de k™ annulant T} (resp. Tb) sont
1es (Qg(1ys -« Qg(m), ULy -+« Up) (TESP. (V1, -+, Umy Qg(me1)s - - - » Vo(n))) AVEC
o € G, (resp. 0 € H) et u;,v; € k. Les racines de f étant deux & deux
distinctes, les éléments de k™ annulant Ty U T, sont les n-uplets distincts
(Qo(1ys -+ Ag(n)) de k™ ot o parcourt G x H.
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L’idéal I étant engendré par ’ensemble triangulaire T} U7y, sa variété affine
V(I) est ’ensemble des éléments de k™ annulant les polynomes de 77 U T :

L’ensemble triangulaire 77 U T5 étant séparable, 1’idéal I est radical et nous
avons :
I= {R € k[$17$27 s 7]771] | (VU € GXH) R(a0(1)7a0(2)7 s 7a0(n)) = 0}

Les racines «; étant deux & deux distinctes, I'idéal I est un a-idéal de Galois
de stabilisateur G x H. O

Remarque 2. Par induction, le théoréme précédent se généralise au cas ol
f se factorise en plus de deux facteurs.

Les polynomes des exemples ci-apres on été pris dans la base de données
de Jurgen Kliiners et Gunter Malle disponible sur internet a l’adresse
http://www.iwr.uni-heidelberg.de/groups/compalg/minimum/.

Ezemple 2.5. Soient les polynémes Q irréductibles g = 2 — 2% — 423 + 322 +
3z —let h=2x?>+1et f =g.h. En conservant les notations du théoréme
2.4, nous calculons les idéaux des relations I et I,. L’ensemble trianguaire

T ={ 2% —zf— 423 +327 + 32, — 1,
x2+x%—2,
:E3—£E?+3:E1,
4 3 2
x4—x1+x1—|—3x1—2x1—1,
o5 + o] — 4ot + 2}

engendre I'idéal Iz des [-relations de stabilisateur le groupe cyclique C5 =<
(1,3,2,4,5) > et Ty = {z2 + 1,27 + ¢} engendre l'idéal I, des 7y-relations
de stabilisateur le groupe symétrique S,. Nous avons Cj :Gal@(ﬁ) et
Sy :Gal@(l). Les deux ensembles triangulaires 77 et 75 se calculent rapi-
dement. D’aprés le Théoreme 2.4, appliqué & G = C5, I = Ig, H = S5 et
I, = I, I'idéal engendré par T1 UT5 est I'a-idéal de Galois de stabilisateur
Cs x Sy et, comme Galg(a) = C5 x Sy (voir Exemple 2.3), c’est I'idéal Io
des a-relations.

Ezemple 2.6. Soient les polynémes Q irréductibles g = z° —22% +223 — 2241
et h =224+ 1et f = g.h. Nous procédons de méme que pour exemple
précédent. L’ensemble triangulaire

4 2
T ={ o8 -2z} 4253 — 2 +1,
24 (—al+ 23— vy — Dy —zy + 1,
$3+$2—x%+x%—$%+$1—1,
4 3 2 4 3 2
T4 — ToT] + 2222 — 2x9x] + 2271 + 7] — 221 + 227 — 71,

T5+ x4+ — 23+ 22 — 1}
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engendre I'idéal I des fS-relations de stabilisateur le groupe dihédral D5 =<
o=(1,5,2,3,4),7 = (1,3)(2,5) > (on a Galy(8) = Ds) et To = {3 +1,z7+

x¢} engendre I'idéal I, des y-relations de stabilisateur le groupe So. D’apres
le Théoreme 2.4, I'idéal I engendré par 17 U T5 est 'a-idéal de Galois de

stabilisateur Dy x S5.

Montrons comment I'algorithme GaloisIdéal calcule I'idéal des a-relations
a partir de I’idéal I. Le groupe de Galois de a sur Q est soit G; = D5 X Ss
soit son sous-groupe G =< o, 7(6,7) > (voir Exemple 2.3). Le polynome
© donné ci-dessous vérifie Gy = {oc € G; | 0.0 =0} :

2 2 2 2 2
O = z{T2T6 + TiT3T7T + T1T5T7 + T1T3T6 + THT4T6
2 2 2 2 2
+Toxix7 + T3T5T7 + TITETe + T4T5T6 + T4TELT.

Nous avons G; = G + 1G9 ; le polynéme R = (z — O(a))(z — 7.0(a))
s’appelle une résolvante G1-relative de o par ©. Si cette résolvante possede
un facteur simple, alors le groupe de Galois de a sur k est contenu dans
G2 (voir, par exemple, [6]); c’est donc Gy. L’ensemble triangulaire 77 U Th
engendrant I'idéal I permet de calculer cette résolvante (voir [2]) :

R=2%-47

Comme elle est irréductible sur Q, le groupe de Galois Galg(a) est G .
L’idéal I, des a-relations est donc I'idéal I.

Remarque 3. Si la résolvante R avait eu un facteur linéaire simple u(z) sur
Q alors on aurait eu Galg(a) = G2 et In = I +u(0©)Q[z1,. .., zy,] (voir [8]).
Le calcul des modules fondamentaux fi, ..., fr engendrant I'idéal I, aurait
été rapide puisque, les degrés de chaque polynome f; en x; sont calculables &
partir de G2 (voir [2]). Nous savons ainsi que si nous avions eu Galg(a) = G2
alors aurions {fi,..., fs} =T1, fr = z7 + z¢ et fs de degré 1 en zg.

Ezemple 2.7. Soit le polynéome f(z) = 2% +z* + 22+ 1 qui se factorise sur Q
en deux facteurs irréductibles g = z* + 1 et h = y? + 1. L’ensemble triangu-
laire T} = {m‘ll + 1,29+, 23— :1:{’, T4 +:1:{’} engendre 'idéal I'idéal I des (3-
relations de stabilisateur le groupe Vi =< (1,2)(3,4) > (donc Galg(8) = Vi)
et Ty = {22 + 1,26 + 25} engendre l'idéal I, des y-relations de stabilisateur
le groupe So. D’apres le Théoreme 2.4, I'idéal I engendré par T) U T, est
I’'a-idéal de Galois de stabilisateur V4 x So. En factorisant le polyndéme h
dans k(f1), nous trouvons que y; — 32 = 42 + 82 = 0. Donc I'idéal des
a-relations est engendré par 'ensemble triangulaire Ty U {z5 — 22, z6 + 73}
et son stabilisateur (de cardinal 4) est le groupe de Galois Galg(a) =<
(1,2)(3,4),(5,6)(1,2)(3,4) > qui est le seul sous-groupe propre dans Vi x Sy
pouvant étre le groupe de Galois de « (voir Lemme 2.2). Ici, pour simpli-
fier la présentation nous n’avons pas utilisé l'algorithme GaloisIdéal pour
calculer un idéal maximal des relations. Une factorisation de h dans k(f5;)
suffit puisque k(8) = k(B1) et que h est un polynéme de degré 2. Mais c’est
un cas particulier. En général, il est plus efficace d’utiliser GaloisIdéal que
de factoriser dans des extensions algébriques dont les degrés sont d’autant
plus élevés que le cardinal du groupe de Galois de f est grand (voir [1]).
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3. APPLICATION

Dans [5], il est construit des idéaux de Galois triangulaires des facteurs de
f dans une extension algébrique K de k. Les stabilisateurs de ces idéaux
sont également calculés. Le théoreme 2.4 appliqué a ces idéaux permet d’en
déduire un idéal de Galois I de f sur K ainsi qu’un de ses stabilisateurs Ly.
Dans Particle sus-cité, a partir de I’ensemble triangulaire engendrant I, il
est déduit un ensemble triangulaire T engendrant un idéal de Galois I de f
sur k et de Ly, un stabilisateur L de I. Il est ensuite possible d’appliquer
lalgorithme GaloisIdeal avec I; = I afin de calculer un idéal des relations

M.
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