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Résumé

Dans cet article, nous proposons une nouvelle méthode pour le calcul
du corps de décomposition d’un polyndme d’une variable sur un corps
parfait. Cette méthode rend compatibles deux algorithmes connus (fac-
torisation dans les extensions algébriques et calcul d’un idéal de Galois
maximal) afin de compenser leurs faiblesses respectives.

Abstract

In this paper, we propose a new method for the computation of the
splitting field of an univariate polynomial over a perfect field. This
method mixes two known algorithms (factorizations in algebraic ex-
tensions and computation of a maximal Galois ideal) in a faster one by
avoiding their respective drawbacks.

1. INTRODUCTION.

Dans cet article, nous fixons un corps k supposé parfait et un po-
lynéme f irréductible sur k£ et de degré n. Sous ces hypotheéses, les
racines o, @y, . . ., o, de f dans une cloture algébrique k de k sont né-
cessairement distinctes et le groupe de Galois Galy(f) de f sur k est
transitif.

Obtenir le corps de décomposition k(aq,...,a,) du polynome f re-
vient & calculer un ensemble triangulaire séparable T' de k[z1, ..., x,]
engendrant un idéal maximal M, appelé idéal des relations, vérifiant :

k(oq, ..., o) = klzy, ..., x,]/ M.

Le but de cet article est de proposer un algorithme efficace pour le
calcul de I'idéal M, c’est-a-dire celui de I’ensemble triangulaire 7.
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L’ensemble T est calculable par factorisations successives du polynéme
f dans les extensions algébriques k(a), k(aq, as), ..., k(ar, ag, ..., ay)
(voir [15], [9],[2], [11]). Ces dans l’exécution de ses derniéres étapes
que cette méthode peut s’avérer trés cotteuse (voir infaisable) lorsque
I’ordre du groupe de Galois est élevé.

Une autre méthode est proposée avec l'algorithme GaloisIdéal (voir
Paragraphe 9.2 et [17]) qui construit récursivement une chaine stricte-
ment ascendante d’idéaux (triangulaires) dits de Galois :

1—1C[2C"'CITZM

Il est toujours possible de prendre pour I; I'idéal S des relations symé-
triques entre les racines du polynome f qui peut, a l'instar de f, étre
considéré comme la donnée du probléme.

Pour chaque j € {1,...,7 — 1}, le temps calcul de l'idéal I;;; décroit
avec le cardinal ¢; de la k-variété affine de I;. Nous avons donc la
suite d'inégalités ¢; < ¢y < --- < ¢, = Card(Galk(f)). Dans le cas ou
I = S, nous avons ¢; = n! et 'algorithme est fortement ralenti lors
des premiéres étapes.

Dans cet article, nous montrons comment calculer rapidement un idéal
de Galois J a partir des premiéres étapes de 1’algorithme de factorisa-
tion dans les extensions.

Nous expliquerons notre démarche en utilisant la premiére étape de la
premiére méthode (i.e. la factorisation de f sur k(aq)). Les deux idées
de base sont les suivantes :

1) Les degrés et les groupes de Galois des facteurs (irréductibles) f; =
x—aoy, fa, ..., fs de f dans k(aq)[z] ne dépendent que du groupe de Ga-
lois Galy(f) ; ainsi, nous définissons une table dite de premiére rupture
qui, & une factorisation type (degrés et groupes de Galois sur k(«ay) des
polynomes fi, ..., fs), associe les groupes candidats a étre le groupe de
Galois Galy(f) (voir Paragraphe 4 et la table TAB 1 pour le degré 8).
Des informations sur les degrés initiaux des polynémes de I’ensemble
triangulaire 7" cherché se déduisent de cette table (voir paragraphe 9.1).

2) Les facteurs fi, fa,..., fs de degrés respectifs ny = 1,ng,...,ng
peuvent permettre de calculer un idéal de Galois I dit de départ dont
chaque la variété est de cardinal ni!ny! - - - ngl. Cet idéal contient stricte-
ment 1'idéal S lorsque le groupe de Galois Galy(f) n’est pas 2-transitif,
sinon I = § (voir Paragraphes 6 et 5).

Notre objectif sera alors d’utiliser I’algorithme GaloisIdéal pour cal-
culer I'idéal M a partir de I; = I avec ¢; = nilng!---n,! et donc de
calculer un de ses stabilisateurs L indispensable pour cet algorithme
(voir Paragraphe 3 et Définition 3.3). Nous verrons que la principale
difficulté se pose lorsque plusieurs degrés parmi ns,...,ng sont égaux
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puisqu’alors 'ordre des polynomes fs, ..., f; ne peut étre déterminé de
maniére unique a partir des degrés (voir Paragraphe 5).

Il sera parfois possible de déduire de I et de son stabilisateur L un
nouvel idéal .J contenant strictement [ ainsi qu'un de ses stabilisateurs
(voir Paragraphe 8). L’algorithme GaloisIdéal démarrera alors avec
Il == J

Au paragraphe 9 est décrit comment construire un algorithme de cal-
cul de corps de décomposition. A titre d’illustration, nous étudierons
le degré 8 (voir Paragraphe 10). Ce degré offre un panel complet des
situations diverses qu’il sera possible de rencontrer. Nous avons exclus
le cas des groupes 2-transitifs. Ce cas s’inscrit dans une étude globale
des extensions supérieures qui s’appuie sur les résultats fondamentaux
de cet article. Le paragraphe 11 est dédié a 'implation et ’expérimen-
tation de notre nouvelle méthode.

Les polynomes que nous utiliserons a titre d’illustration sont extraits
de la base de données de G. Malle et J. Kliiners (voir [7] et [8]).

2. NOTATIONS.

Nous utiliserons les notations suivantes :

—a= (a1, ,a,) € k" désignera un n-uplet des n racines distinctes
de f;

— Pour tout idéal I de k[zy,...,z,], V(I) sera la variété affine de I
dans k" ;

— Soit E un ensemble fini; I'ensemble des permutations de E (resp. de
{1,---,n}) sera noté Sg (resp. S,);

— Si L un sous-ensemble de Sg, le stabilisateur d’un élément e € F,
considéré comme un sous-groupe de Sg\ (¢}, sera noté L.y ;

— Les actions naturelles de S,, sur P € k[xy,...,x,] et a seront notées
o.Petoa;

— Le produit direct de groupes symétriques S,, X -+ X S, sera noté
Sty

— T (n) désignera un ensemble fini {nT},nT5,...} de représentants de
chacune des classes de conjugaison des groupes transitifs de degré n;

— lorsque n < 15 chaque représentant n7; suivra la numérotation du lo-
giciel MAGMA (voir [4]) donnée par la fonction TransitiveGroup(n, i) ;

— Pour H un groupe de permutations et o un élément d’'un de ses
sur-groupes, nous noterons H° la conjugaison cHo ! ;

— Nous utiliserons la notation exponentielle pour les suites finies d’un
ensemble quelconque ; par exemple, la suite finie a, a, a, b, ¢, ¢ s’écrira
a3, b, c?.



4 S. ORANGE, G. RENAULT, A. VALIBOUZE

3. IDEAUX DE GALOIS.

Tout ce qui est décrit dans ce paragraphe reste valable lorsque f est
réductible sur k. Nous reprenons les définitions et les résultats de [17]
et [3].

Définition 3.1. Soit L un sous-ensemble de S,,. L’idéal des a-relations
invariantes par L défini par :

1L = (R € K[z, ] | VI € L, LR(2) = 0},

est appelé idéal de Galois de f.
En particulier, I'idéal I, = ng} (respectivement, IQS") est appelé I'idéal
des a-relations (respectivement, idéal des relations symétriques).

La proposition suivante donne une caractérisation des idéaux de Galois.

Proposition 3.2. Un idéal I de klxy, ..., x,] est un idéal de Galois de
f ssi il vérifie les deux assertions suivantes :

(1) I est radical,
(2) il existe o € k™ un n-uplet des racines de f tel que V(I) soit
une sous-variété de S,.q.
Démonstration. Supposons que [ vérifie ces deux assertions. d’aprés 2),
il existe un sous ensemble L de S, tel que V(I) = L.a, et donc,
VI={P€klz,...,x,]|Vo € L, P(o.a) =0} = I~
L’assertion 1) donne alors I'égalité I = I
La réciproque découle de la définition des idéaux de Galois. 0
Fixons I un idéal de Galois de f et a € V(I).
Définition 3.3. Le stabilisateur de I relatif & a noté Stab(I,a) est
défini par :
Stab(I,a) ={r € S, |VR € I,7.R(a) = 0}.

Ainsi nous pouvons décrire la variété V(1) :
V(I)={oa | ce€ Stab(I,a)},
et, comme [ est séparable,
Card(Stab(1,a)) = Card(V(I)).
Les stabilisateurs de I'idéal de Galois I sont tous reliés par la proposi-

tion suivante :

Proposition 3.4. Soit o € Stab(I, «) alors
Stab(I,0.c) = o *Stab(I, a).
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Démonstration. Puisque o € Stab(I, «), nous avons bien o.ac € V' (I)
et, par définition du stabilisateur, nous obtenons :

Stab(l,0.a) = {7 € S,|VRe€I,(r.R)(c.c) =0}
{re S, |VReI,(or.R)(a) = 0}.

En posant p = o7, nous obtenons le résultat :
Stab(l,0.a) =0 Yp e S, |VRe I,(p.R)(a) =0} = o~ 'Stab(l,a).

Ainsi, si tous les stabilisateurs de I relatifs aux éléments de V'(I) sont
identiques, ils forment un groupe que nous notons Stab([) et appelons
le stabilisateur de I. C’est le cas de 1’idéal des relations :

Définition 3.5. Le groupe de Galois de « sur k, noté Galy(a), est le
stabilisateur de 1'idéal des relations I,,.

Remarque 3.6. Le groupe de Galois Gali () est isomorphe au groupe de
Galois Galg(f) des k automorphismes de k(a). Ainsi, nous identifierons
Galy(f) au conjugué de Galy(a) dans T (n).

La proposition suivante permet, sous certaines conditions, de détermi-
ner un stabilisateur de I'idéal I.

Proposition 3.7. (voir [17]) Nous avons Galy(a)) CStab(I,a). De plus
si L est sous-ensemble S, vérifiant I = 1L, alors Stab(I, o) =Galy(a)L.
C’est en particulier vrai pour L =Stab(I, a).

Définition 3.8. Le groupe de décomposition Gr(I) de I est défini par :
Gr(I):={oc € S,VReIl,o.R € I}.

Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition 3.9. (Voir [17]) Il y a équivalence entre les assertions
suivantes :

(1) Galk(a) C Gr(1),

(2) Card(Stab(I,a)) =Card(Gr(I)),

(3) Gr(I) = Stab(I, ),

(4) les stabilisateurs de I relatifs aux éléments de V(I) sont iden-
tiques.

De plus si l'une de ces assertions est satisfaite alors Stab(I) =Gr(I).

Il est important de pouvoir tester si Gr(I) est le stabilisateur de I car le
groupe de décomposition est rapidement calculable & partir de I (voir
[1]) alors que le calcul de Stab(I, ) nécessite de connaitre I'idéal des
a-relations 1.

Définition 3.10. Un idéal de k[zy,...,x,] est dit triangulaire s'il est
engendré par un ensemble triangulaire séparable (voir [3] pour la défi-
nition).
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Proposition 3.11. (Voir [3]) Si Gr(I) est le stabilisateur de I, alors
I est un idéal triangulaire.

Remarque 3.12. D’aprés [5], I'idéal des relations symétriques est en-
gendré par I’ensemble triangulaire formé par les modules de Cauchy du
polynome f.

Dans cet article, tous les idéaux de Galois considérés seront triangu-
laires ou bien par construction ou bien par la proposition 3.11. Nous
supposons donc & partir de maintenant que I est engendré par l'en-
semble triangulaire séparable T' = { fi(x1), f(x1,22) -+, fu(z1, ..., 20) }-

Définition 3.13. Le n-uplet £(I) défini par
L(I) := (degy, (f1),...,degs, (fn))

est appelé liste des degrés initiaur de I. Nous noterons deg,, (I) le i®™®
¢lément de la liste £(1).

Ce sont les degrés initiaux de I qui vont nous permettre de calculer
le cardinal de V(I) et donc celui de Stab(/,a). En effet, comme I est
triangulaire nous avons :

Card(V (1)) = ﬁdegmi(l) = Card(Stab(7, a)).

Nous en déduisons le test cherché :

Proposition 3.14. Si Gr(I) vérifie :
Card(Gr(I)) = Hdegwi (1),
i=1
alors Gr(I) est le stabilisateur de I.

Démonstration. Découle de la proposition 3.9. 0

Soit G’ un sous-groupe de S,. Il est possible de calculer a priori £(J)
pour tout idéal de Galois J dont G est le stabilisateur. Nous notons
L(G) laliste L(J) d’un tel idéal J. Cette liste se calcule avec la fonction
MAGMA InitDeg(G,n) suivante qui transcrit un résultat de l'article

3] :

InitDeg:= function(G,n);
L:=[1; L[1]:=G; Degs:=[1;
for i:=1 to n do
L[i+1]:= Stabilizer(G,i) meet L[i];
Degs[i] :=0rder(L[i])/Order (L[i+1]);
end for;
return Degs;
end function;
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C’est l'idéal 1, qui a partir de maintenant joue le role de I'idéal M de
I’introduction.

4. LA TABLE DE PREMIERE RUPTURE.

Dans cette partie nous montrons comment construire l'objet central de
notre article : la table de premiére rupture. Pour ce faire, nous allons
étudier le lien entre le groupe de Galois Gal(f) et le groupe de Galois
de chacun des facteurs irréductibles de f sur un de ses corps de rupture.

4.1. Groupes de Galois des facteurs irréductibles d’un poly-
ndéme.

Soit K un corps parfait. Considérons g € K|[z] un polynéme séparable
de degré d. La théorie classique de Galois lie, par la proposition sui-
vante, Galg(g) aux groupes de Galois sur K de chacun de ses facteurs
irréductibles dans K |x].

Proposition 4.1. Soit O une orbite de l'action de Galg(g) sur{1,---,d}.
L’injection canonique

Yo - GalK(g) — So,

induit par Uaction de Galk(g) sur O, a pour image le groupe de Galois
du facteur irréductible g, de g sur k donné par :

91 = H(fU — Bi).
i€0
En particulier Card(O) = Deg(g1).

Dans la suite de ce paragraphe, nous noterons Og ’ensemble des or-
bites de I'action sur {1,...,d} d’un sous-groupe G de Sj.

Soit T := UpenT (n) ensemble des représentants des classes de conju-
gaison des groupes transitifs. Ordonnons 7 a 'aide de ’ordre lexico-
graphique < : soient mT; et nT; deux éléments de 7,

mT; < nTj si (m, i) <iep (0,7).

Pour T un groupe de permutations transitif quelconque, nous noterons
1(T) le représentant dans 7 de sa classe de conjugaison.

Soit (E, <) un ensemble ordonné, on notera S(E, <) l'ensemble des
suites finies d’éléments de E croissantes selon <.

Définissons les applications v et 0 de G, I’ensemble des groupes de
permutations, dans respectivement S(7, <) et S(N, <) :
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Gr— (Oaﬂ”d(O))OeoG

L’algorithme suivant calcule les images par v et § d’'un groupe G de
permutations :

Algorithme 4.2.
FactGaloisGroups(G)

Entrée : G un sous-groupe de Sy

Sorties : §(G),v(G)

Ji=1;

Pour O € O Faire

Deglj] := Card(O);

Grouplj] := 1(¢0(G));

ji=73+1;

Fin Pour;

Retourne Ordonne(Deg, <), Ordonne(Group, <) ;
Fin FactGaloisGroups;

Commentaires 4.3.

— La fonction Ordonne(L, <) ordonne les éléments d’une liste L selon
I'ordre < croissant.

— Les fonctions MAGMA TransitifGroupldentification(H) et Orbi-
teImage(G, O) implantent respectivement les applications ((H) et

SOO(G)-

Nous allons maintenant utiliser ce résultat pour construire la table de
premiére rupture.

4.2. Construction de la table de premiére rupture.

Comme le polynéme f est irréductible, 'anneau quotient k[z]/ <
f > est un corps appelé ici corps de premiére rupture pour f. Ce
corps est isomorphe a k(«a;). Nous pouvons donc appliquer la Pro-
position 4.1 avec K = k(aq) et g = %, de groupe de Galois
GalK(g) = Galk(f){l}-

Notations 4.4. Soit T' un groupe transitif de 7, ['(T") désignera la
suite 7(Tq1y) et A(T) la suite 6(T(1y).

La table qui recense les images, par I' et A, de tous les groupes de 7,
sera appelée la table de premiére rupture en degré n. Par exemple, celle
en degré 8 est la suivante :
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[(AM [T ] T
17 (11)” 8T, 8T, , 8T, , 8T, , 8T
13,22 | (1TY)3, (2T1)? 8Ty, 8T, , 8T}, 8T,
54 (1Ty)3, 4T, 8T+
’ (1Ty)3, 4T, 8T%
1,23 | 1Ty, (2Th)3 | 8Ts,81%, 8T 16,815, 8151, 8Ty, 8Tsr, 813,
1Ty, 2T, 4T, 8T},
1,2,4 [ 1Ty, 2T,, 4T, 8715
17}, 2Ty, 4T 8Ty, 815, 8T55, 8T30, 8135
| 32 1Ty, (317)? 8T, 8T, 8T,
’ 1Ty, (3T3)? 8715,
17}, 615 8T o3
17y, 61} 8T,
16 177,615 8T5g
’ 17y, 615 8T5,
1T}, 6T 8T
174,67y 8Ty
3.4 31, 4T, 8Ty, 8T5,, 8T
’ 3T, AT 8T,, 8T, 8Ty, 8Ty7
T, 8Tyt
7T, 8T55, 8T5:
7T, 8T 5
7 7T 8T %
7Ts 8T,
7T7 8T5[)

TAB. 1. Table de premiére rupture en degré 8.

Nous allons maintenant exploiter la table de premiére rupture pour
obtenir des informations sur le Groupe de Galois des polynomes irré-
ductibles.

Définition 4.5. Les facteurs irréductibles fi, ..., f. de f(z)/(x — ay)
dans k(o )[z] sont appelés les facteurs de premiére rupture de f et sont
supposés ordonnés par degrés croissants.

Notations 4.6. Rappelons qu’ici f est irréductible, ainsi nous pouvons
noter I'(f) la suite ['(Galk(f)) et A(f) la suite A(Galy(f)).

La Proposition 4.1 montre que I'(f) est, & permutation des facteurs de
meéme degré prés, la suite Galga,)(f1), ..., Galkay) (fr) et que A(f) est
la suite deg(f1),...,deg(f;). La table de premiére rupture donne des
informations sur le groupe de Galois de f en fonction de A(f) ou I'(f)
et vice-versa, comme l’illustrent les exemples ci-aprés.

Ezemple 4.7. Soit le polynome irréductible f = a® — 427 + 1425 —
8x* —122% 4+ 72% 4+ 22 — 1. En factorisant f dans sa premiére extension,
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nous obtenons quatre facteurs linéaires et un facteur irréductible de
degré 4, donc Ag(f) = 13, 4. Ainsi, d’aprés la table TAB. 1, les groupes
candidats & étre le groupe de Galois de f sur Q sont 877 et 87T}%. Le
discriminant de f étant égal & 300416 = 22413, qui n’est pas un carré
dans Q, le groupe de Galois de f est donc le groupe impair 877.

Exemple 4.8. Siun polyndome f de degré 8 admet pour groupe de Galois
sur k le groupe 8744 alors, comme Ag(f) = (3,4), la factorisation de f
sur k(o) est de la forme :

f(z) = (. — a1)gi(2)g2(7)
ot les facteurs g; de degré 3 et go de degré 4 sont les facteurs de premiére

rupture de f. Les groupes de Galois sur k(a;) de ¢1(x) et go(x) sont
alors respectivement 37, et 475.

La table de premiére rupture ne donne apparemment que des infor-
mations sur le groupe de Galois des polyndémes. De plus, méme en
I’étendant aux extensions algébriques supérieures (la théorie étant la
méme), elle n’est pas toujours suffisante pour déterminer le groupe de
Galois d’un polynome irréductible & partir de ses facteurs de rupture
(la premiére ligne de la table permet de s’en convaincre). Pourtant, elle
fait faire un grand pas vers le calcul simultané du groupe de Galois et
d’un idéal des relations. C’est ce que nous allons développer dans la
suite de cet article.

5. IDEAL DE PREMIERE RUPTURE.

Supposons que f posséde trois facteurs irréductibles sur k(a;) :
f(z) = (z — aq).9(a1, z).h(ay, ).

Soit m le degré de g et p celui de h. Soit @ = (ay,- -+ ,q,) € k" un
n-uplet de racines de f ordonné de telle sorte que 3 = (g, -+ , Cmi1)
soit un m-uplets de racines de g et que ¥ = (@42, , ) so0it un

p-uplet de racines de h.

L’idéal de Galois [gm (resp. Iigp) est supposé appartenir au corps

k(o) [xa, ..., 2] (resp. k(on)[Tmaas - 5 2n]).
Notons T, (cv) (resp. Tj(cv)) ensemble triangulaire formé par les mo-
dules de Cauchy de g (resp. h) (voir Remarque 3.12).

Alors dans Ay = k(aq)[x1, ..., 2z,] nous avons :

(5.1) Ivmr = (21— an) Ag + [5" Ao + I57 Ay

L’idéal Iil’m’p de Ay est engendré par I’ensemble triangulaire séparable
{z1 — a1} UT,(z1) UTh(x1) et a pour stabilisateur S, -

Par induction, la construction précédente se généralise a toute factori-
sation de f dans k(aq)[z]. Soient fi, fo, ..., f, les facteurs de premiére
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ruptures (voir Définition 4.5) et les ensembles triangulaires T, (a) for-
més par les modules de Cauchy de chacun des facteurs de premiére
rupture f; pour i =1,...,n.

L’idéal de Galois TSI’A(” de k(aq)[zy,...,x,] sera appelé un idéal de
premiére rupture de f. Il admet pour stabilisateur le groupe Sy a(y) et
pour systéme générateur I’ensemble triangulaire

{o1 =} U Ty (21) U--- U Ty, (21).

Remarque 5.1. 11 existe autant d’idéaux de premiére rupture que de
permutations de S, qui laissent A(f) invariant. Chacun a néanmoins
S1,a(y) comme stabilisateur.

Dans le paragraphe 6, nous verrons que l'idéal I, dit de départ, en-
gendré par {f(z1)} UTy, (z1) U--- T} (x1) est un idéal de Galois de f
dans k[z1,x9, ..., z,] dont nous chercherons a calculer un stabilisateur
a partir du stabilisateur S; a(y) des idéaux de premiére rupture.

Remarque 5.2. Si le groupe de Galois de f est 2-transitif alors il n’y a
qu’un facteur de premiére rupture f; (de degré n—1), I'idéal I est I'idéal
des relations symétriques entre les racines de f et {f(x1)} UT}, (1) est
I’ensemble des modules de Cauchy de f. Il faudra donc appliquer nos
résultats pour les factorisations dans les extension k(ay, as, . . ., «;) avec
1<i<n.

Ezemple 5.3. Soit le polynéme f = 28 — 2% —2* + 2241, irréductible sur
Q et de groupe de Galois 8T,5. 1l se factorise sur un corps de premiére
rupture en :

f=@—a)(z+a)(@®—al+a+a?—1)(z* +(af —af)z? - 1) ,

avec A(f) =1,2,4. D’aprés la Table de premiére rupture 1, son groupe
de Galois est un sous-groupe de 87T35. Les modules de Cauchy des fac-
teurs de premiére rupture de degré 2 et de degré 4 sont respectivement
les deux ensembles de polynomes :
Ti(oy) ={ 22—al+a +a?—1,
Ty + 23}
Ty(ar) ={ a5+ (af —ap)z3 — 1,
o+ 23+ 2206 + 2522 + (0 — al)ws + (f — af)xg,
x% + x% + T5xe + 57 + x?j + xgx7 + a? — a‘ll,
Ty + X7 + T + Ts}.

S
[’idéal de premiére rupture [gﬂ’“ de f est donc engendré par I’en-
semble triangulaire 7" suivant :

T:={x; — oy} U{xs + 21} UT (1) U To(x).
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6. IDEAL DE DEPART

Dans ce paragraphe, nous fixons Iy un idéal de Galois de f sur k(«;)
engendré par I’ensemble triangulaire suivant :

{5U1 - a1,f2($1,$2)7 - -;fn(fvh S 7xn)}

avec f; € k[xy,...,x,]. Nous allons donner les moyens théoriques pour
que s’en déduise un idéal de Galois I de f sur k[xy,...,z,] dont nous
chercherons a calculer un stabilisateur. En dehors de I, tous les idéaux
seront dans k[z1,xa, ..., Ty,)].

Fixons a = (a,...,a,) € V() et notons Ly le stabilisateur de [ re-
latif & a.. Nous avons V' (Iy) = {o.«c | 0 € Ly} et, d’aprés la proposition
3.7,

Stab(Galp(a),1) = Galya,(a) C Stab(Iy, o) = Ly

Définition 6.1. Posons f; = f. L’idéal de départ est 'idéal, noté I,
de k[zy,...,x,] engendré par 'ensemble triangulaire suivant :

{fl(xl)a f2($1, xZ)a HRI) fn(xla tee 7:Un)}
Proposition 6.2. L’idéal de départ I est un idéal de Galois de f.

Démonstration. Par construction, la variété de I est un sous-ensemble
de S,.a. Les racines de f étant distinctes et ’idéal I étant triangulaire,
il en est de méme pour I. A fortiori I est radical, par conséquent,
d’aprés la proposition 3.2, I'idéal I est un idéal de Galois. 0

6.1. Décomposition de la variété de I’idéal de départ.
Pour tout 7 € {1,...,n}, notons V(I) le sous-ensemble de V()
défini par :

V() = {rack™ t€S,et (1) =i} NV(I).
Ces nouveaux ensembles permettent de décomposer la variété V(1) en
I’union disjointe :

n

(6.1) V() =Jv)y.

i=1
Lemme 6.3. Soient oy, ...,0, des permutations de Galg(a), telles que
oi(1) =1, alors nous avons :

(6.3) V() = Uai.V(IO).
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Démonstration. Soit o; € Galg(a) telle que o;(1) = i, nous avons,
o;.V(I)py =0 {ra €k |t €S, et 7(1) =1} No;.V(I).

Comme V(I) = Stab(I, ).« et que Galg(a)Stab(l, o) = Stab(I, ) =
(voir Proposition 3.7), nous avons 0;.V(I) = V(I) et il s’en suit les
égalités suivantes :

o;.V()py = oi{ralreS,et (1) =1} NV (I)
= {ra|reS,etr(l)=1}NV(I)
= V()

L'égalité V' (I)q1y = V({o) permet de conclure. O

6.2. Calcul d’un stabilisateur de /.

6.2.1. Théoréeme fondamental.

Lemme 6.4. Soient oy,...,0, € Galg(a) vérifiant o;(1) = i pour
i€{l,...,n}. Alors

Stab(I,«) = 01Stab(ly, @) + - - - + 0, Stab(1y, ).

Démonstration. Puisque V(Iy) = {t.a | 7 € Ly} ou Ly = Stab(ly, a),
I’égalité 6.3 du lemme 6.3 entraine :

Stab(I,a) = o1Lo+ -+ - + 0, Ly

L’application du lemme 6.4 nécessite de connaitre au moins un sous-
groupe transitif de Galy(a). Nous allons en déduire un théoréme moins
contraignant pour calculer ce stabilisateur.

Définissons I’ensemble, noté A(Ly), des sous-groupes transitifs H de S,
tels qu’ils existent 71 = id, ..., 75 € Ly vérifiant :

Ly = H{l}ﬁ +--+ H{l}Ts.
D’aprés la proposition 3.7, nous avons Galy(«) € A(Ly).

Remarque 6.5. Si Lg est un groupe (comme pour I un idéal de premiére
rupture) alors

A(Lg) = {H sous-groupe transitif de S, | Hpy C Lo} ;
de plus, pour tout 3 € V(Iy), nous avons :
Stab(Galy(B),1) = Galyay)(B) C Stab(ly, B) = Lo.

Proposition 6.6. L’application Vi, qui o tout H dans A(Lgy) fait
correspondre le sous-ensemble HTy++ -+ H7s de Sy, ou 1 =1d, ..., T
sont des éléments de Lo tels que Ly = Hynm + -+« Hyym,, est bien
définie.
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Démonstration. 11 suffit de montrer que ¥, (H) = Hry + ...+ H7s ne
dépend pas de la transvervale a droite, 7i,...,7, de Ly modulo Hy,.
Soit 77, -+, 7, une autre tranversale de Ly modulo Hyy. De 7 € Ly, il
vient 7 € Hyy7| + -+ - + Hy1y7,, puis successivement,

Hry C Hr{ +---+ HrT, et
Hr+---+Hrs CHT +---+ HT..

De la méme maniére se prouve l'inclusion réciproque. Par conséquent,
Hr+---Hry=Ht{ +---+ Ht/ ce qui termine la preuve. a

Nous définissons ainsi une application ¥, de A(Lg) dans les parties
de S,,. Pour la suite, nous fixons Ly et notons ¥ = W, .

Lemme 6.7. Soit H un groupe de A(Ly). Si o4 = id,...,0, € H
vérifient 0;(1) =i pouri € {1,...,n}, alors V(H) = o1Ly+---+0,Lg.

Démonstration. Comme H est transitif, les o; existent et H = o Hyjy+
-+-+ 0, Hy. Nous avons alors

V(H) = (onHpy+---+onHpyn+ -+ (onHpy + -+ on )7
= O'1L0—|—"'—|—O'nL0 O

Lemme 6.8. Soient G et H deuz groupes de A(Lg). Si G N H est
transitif alors U(G) = V(H).

Démonstration. C’est évident en prenant les o; du lemme 6.7 dans G N
H. O

Théoréme 6.9. Soit H un élément de A(Ly) tel que H N Galg(a) soit
un sous-groupe transitif de S,. Soitent o1 = id,...,0, € H vérifiant
oi(1) =i pouri={1,...,n}. Alors
Stab(I,a) =V(H) = Hm +---+ Hry
= o01Stab(ly, ) + - -+ + 0, Stab(Iy, av).

En particulier, en posant m; = deg,,(Iy) pour i € {1,...,n},

Card(Stab(I,a)) = s.Card(H) = n.Card(Stab(Iy,a)) = n.msy ... m,.

Démonstration. Comme Gal(a) € A(Lg) donc , d’aprés le lemme 6.8,
V(H) = ¥(Galk(a)). Comme, d’aprés le lemme 6.4, U(Galg(a)) =
Stab(I, ), la démonstration est terminée. O

Avec le Lemme suivant, nous pouvons prendre « dans V(I) aussi bien
que dans V' (I).

Lemme 6.10. Soit 3 € V(I) alors il existe v € V(1) tel que I, = I,
Galy(B) =Galp(v) et Stab(I, ) =Stab(1, 7).
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Démonstration. Si 8 € V(I) alors, comme « € V(Iy) C V(I), il existe
o € Stab(I,a) tel que § = o.a. Comme o € Stab(I,a), d’aprés le
lemme 6.4, 0 = 0;ly avec o; € Galg(a) et [y € Ly. Comme 0; € Galy(a),
nous avons l'identité Ig = I,,,.0 = 1.0 et donc Galy(f3) =Gali(lp.).
En posant v = y.c, comme Lo = Stab(Iy, ), nous avons v € V(Ip). De
plus, Stab(I, 8) = Iy o' Stab(I,a) = Iy 'Stab(I, a) car o; €Galy(a).

Nous obtenons ainsi Stab(/, 3) =Stab(/, ly.a) =Stab(I,). O

6.2.2. Stabilisateurs de I et classes de Lg-conjugaison.

Dans le théoréme 6.9, il s’agit de tester si HNGalg () est transitif pour
a € V(1) quelconque afin de pouvoir calculer un stabilisateur de 1.
Mais il apparait comme impossible de réaliser directement ce test sans
connaitre Gali(a). En revanche, a partir d’informations obtenues sur
le groupe de Galois de f, il est parfois possible de tester si H' NGaly(f)
est transitif pour un conjugué quelconque H' de H. La proposition 6.12
permettra de tester si H N Galy(a) est transitif, c’est a dire si ¥(H)
est un stabilisateur de I (celui relatif & «).

Lemme 6.11. Soit G un sous-groupe de S,. Il existe 0 € Ly tel que
Galp(e) = G7 si et seulement si il existe 3 € V(o) tel que G =

Galk(ﬁ)

Démonstration. Supposons qu’il existe o € Lg tel que Galg(a) = cGo ™1,
alors G = Galg(o.a) et 0. € V(Iy) puisque o € Ly. Réciproque-
ment, on a nécessairement = o.a avec 0 € Ly et G = Galp(f) =

Galg(o.a) = 07 'Galy(a)o. O

Proposition 6.12. Supposons que H N Galy(a) soit transitif. Alors
1) Pour tout o € Lyg il existe B € V(Iy) tel que H° ' n Galy(B) soit
transitif avec f = 0.« ;

2) pour tout B € V(I), il existe o € Ly tel que H” ' N Galp(3) soit
transitif avec _Galk(ﬁ) = Galy(o.q0). B
Démonstration. Rappelons que Galy(c.a) = o 'Galy(a)o. Montrons

tout d’abord l'assertion 1). Soit o € Ly, posons 3 = o.a € V({y),
alors le groupe H° ' N Galy(B) = 07" (H N Galk(a))o transitif. Pour

assertion 2), si B € V(I) alors, d’aprés le lemme 6.10, Galy(f) =
Galy(y) ot ¥ = 0. avec 0 € Ly. d

Proposition 6.13. Supposons que HNGalg () soit transitif. Alors les
stabilisateurs de [’idéal I sont les ensembles :

Stab(I,0.0) = W, 1, (H” ) =0 "U(H)

—1

ot o parcourt Lg. Si, de plus, Ly est un groupe alors les stabilisateurs
de I sont les Stab(I,0.a)) = W(H ) ot o parcourt Ly.
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Démonstration. D’apreés le lemme 6.10, les stabilisateurs de I sont les
stabilisateurs relatifs aux o.«, ot o parcourt Lg. Soit o € Lg, d’apres la
proposition 6.12, H° ' NGaly(0.a) est transitif avec o.a € V(I,). Alors,
puisque H° ' € A(o7'Ly), il est possible d’appliquer le théoréme 6.9
avec H7 " ala place de H et 0.« & la place de « pour obtenir :

Stab(I,0.a) = W11, (H )

et par ailleurs : Stab(I,0.c) = 0 'Stab(I,a) = o'W (H). Si Ly est un
groupe, alors W,-1; = . O

Définition 6.14. Un groupe G est dit Lg-conjugué a H s’il existe o
dans Ly tel que H = G°.

Proposition 6.15. Un groupe G est Ly-conjugué a H si et seulement
si il existe i € [1,s] tel que H = G". De plus, le cardinal de I’ensemble
des groupes Lg-conjugués au groupe H est majoré par s.

Démonstration. Si G et H sont Ly-conjugués, il existe 7 € Ly tel que
H = G7. L'égalité Ly = Hpym + Hyymo + -+ + Hyy7, impose a 7
d’appartenir a I'un des ensembles Hyyy7;, pour un entier i € [1,s], et
donc de s’écrire 7 = h7;, ott h désigne une permutation de H. Le résultat
se déduit alors des égalités successives : G = 7, 'h*Hhr, = 77 'Hr;.
La réciproque est évidente. La seconde assertion est une conséquence
directe de la premiére. O

Définition 6.16. L’idéal de départ I (resp. l'idéal 1) de f est dit
associé & 'ensemble des groupes Lg-conjugués a un groupe G s’il existe
B € V(1) tel que GNGal(S3) soit transitif avec G € A(Stab(ly, 3)).

Remarque 6.17. Si Ly est un groupe la propriété d’étre Ly-conjugué
a un groupe est la conjugaison classique. Dans ce cas ’ensemble des
groupes Ly-conjugués a un groupe G est une classe d’équivalence et son
cardinal est divisible par s (voir 6.15).

Exemple 6.18. Poursuivons notre exemple 5.3 avec le polynome f =
28 — 2% — 2* + 2% + 1 de groupe de Galois 8T,;. 1l a été construit un
idéal de premiére rupture I, de stabilisateur Ly = Sj2 94 dont nous
déduisons I'idéal de départ Ir9 engendré par l’ensemble triangulaire

suivant :

{f(l‘l), To + .'L'l} U TI(IL’l) U TQ(.’L’l).
La variété V(Iy) est de cardinal 384=6.Card(8T%9). (Donc I contient
6 idéaux des relations.) Comme Ly est un groupe, l'ensemble A(Ly)
est composé des groupes transitifs H tels que Hyy C Lg. Posons
C(Ly) ={H € A(Ly) | A(H)=1,2,4}, c’est-a-dire les groupes pou-
vant étre le groupe de Galois de f. En utilisant la table de premiére
rupture en degré 8, nous constatons que dans C'(Lg) deux groupes S,,-
conjugués sont toujours Ly-conjugués. De plus, le groupe de Galois
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sur k£ de f est un sous-groupe du groupe 8735 de cardinal 128. Pre-
nons H = G35 =< (7,8),(1,3)(2,4),(1,5,3,8)(2,6,4,7) >, un des 3
conjugués de 8735 dans C(Lg). Il existe un conjugué G du groupe de
Galois de f inclus dans G35 et donc aussi dans C'(Lg). Choisissons «
tel que G =Galg(). On a nécessairement o € V(I) puisque I est as-
socié a la classe de Ly-conjugaison de G, la seule dans C'(Ly) pour les
groupes S,-conjugués a GG. L’idéal I est donc associé a la classe de Lg-
conjugaison de G35 et d’aprés le théoréme 6.9, Stab(I,a) = V(H) =
Hr + Hr + Hrs avec 7 = id, 7 = (6,7,8) et 73 = (6,7). Calculons
maintenant ce méme stabilisateur avec le lemme 6.4. Le discriminant de
f étant un carré dans k, son groupe de Galois est pair, c’est donc 877
ou 8755, Prenons Gig = t8Tjgt ! avec t = (2,3)(4,8,7,5) un conju-
gué de 8T inclus dans G35 et a € V(Ip) tel que Gig9 C Galg(a) C Gss
(c’est possible car le groupe de Galois est ou bien 8759 ou bien son sous-
groupe 8T79). Soit {01, ..., 05} une transversale a gauche de Gy, dans
Ly, alors Stab(I,«) = o1Lg + ...+ 0,Lg. Le calcul montre que nous
trouvons bien le méme résultat avec les deux formules.

Dans ’exemple 6.18, avec Ly = Si24, il n'y a qu'une classe de Ly-
conjugaison pour G35 (et donc aussi ses sous-groupes) dans A(Ly). Ceci
provient du fait que les entiers 1,2,4 sont distincts et reléve d’un résul-
tat général que nous énoncons dans la proposition 6.22 du paragraphe
suivant.

6.2.3. Application a Iy un idéal de premiére rupture.

Nous supposons désormais que [, est un idéal de premiére rupture
avec A(f) = e. Nous avons donc Stab(ly) = Ly = Si. qui est un
groupe. Considérons I’ensemble :

C(Lo) ={G € A(Lo) | A(G) = ¢}

que nous appelons I'ensemble des groupes compatibles avec Lgy. Prenons
T un sous-groupe transitif de S, vérifiant A(T) = e et définissons
I’ensemble

C(Ly,T) ={G € C(Ly) | G est conjugué a T'}.
En particulier nous avons le lemme suivant

Lemme 6.19. Pour tout o € V(I) nous avons :
Galy(a) € C(Lo)-

Ezemple 6.20. Pour Ly = Sy14, Card(C(Ly, 8T17)) = 18 et
Card(C(Ly, 8T;)) = 6. Il n’y a qu'une classe de Ly-conjugaison dans
C(Ly, 8T}), donc les stabilisateurs de I sont calculables avec le thé-
roéme 6.9 et la proposition 6.13 si Gal,(f) = 8T15. Pour 8737, il y
a plusieurs classes de Ly-conjugaison. Nous devrons savoir déterminer
laquelle comporte un groupe H tel que HNGalg(a) soit transitif.
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Ezemple 6.21. Pour Ly = Sj294, 'ensemble des groupes compatibles
avec Ly sont des conjugués des groupes 8Tis, 87,5, 8Tu, 8Ths, 8Ty,
8T30 et 8T35. Pour chaque groupe G € C(Ly). Il n’y a qu’une classe de
Ly-conjugaison dans C(Lg, G).

Proposition 6.22. Soit e la suite mq,--- ,m, des degrés de premiére
rupture du polynome f (i.e. A(f) =€ et Ly = Sy). Soit N, le nombre
de permutations de S, laissant e invariant. Nous avons :

(1) N idéaux de premiére rupture distincts,

(2) et au plus N classes de Ly-conjugaison dans C'(Lgy, H) pour tout
groupe H de C(Ly).

En particulier, si les parts de e sont distinctes (i.e. les cardinauz des
Hyy-orbites de {2,...,n} sont distincts) alors C(Ly, H) n’a qu’une
classe de Lgy-conjugaison pour tout groupe H de C(Ly).

Démonstration. L’assertion I est vraie car le nombre d’idéaux de pre-
miére rupture est le nombre de facons d’ordonner les facteurs de pre-
miére rupture de telle sorte que la croissance de leur degré soit respec-
tée.

Pour I'assertion 2. Les H{jy-orbites de {2,...,n} sont les Ly-orbites de
{2,...,n}. Ainsi, une permutation 7 telle que H™ € C(Lg) conserve ces
orbites. Elle ne peut qu’échanger des orbites de méme cardinal ou, si
T € Ly, les laisser inchangées. Il ne peut donc exister plus de N classes
de Lg-conjugaison. ([l

Cette proposition montre pourquoi dans les exemples 6.18 et 6.21 il
n’y a qu’une classe de Ly-conjugaison. Dans l'exemple 6.20, pour 87,
il n’y a qu’une classe de Ly-conjugaison et plusieurs idéaux de départ
distincts qui lui sont associés.

Lorsque 'on sait associer un idéal de départ I, ou ce qui revient au
méme l'idéal de premiére rupture dont il émane (voir lemme 6.10), a
une classe de Ly-conjugaison C' alors ses stabilisateurs I sont les U(G),
ou G est dans C' (voir Proposition 6.13).

Nous savons que pour tout o € V(I), Galy(a) € C(Lg). Le lemme
suivant s’intéresse a la réciproque :

Lemme 6.23. Soit G un conjugué de Gali(f) contenu dans C(Ly).
Alors il existe un €lément B dans une variété associée a un idéal de
premiére rupture de f tel que G =Galg(B).

Démonstration. Soit e la suite my, msy, ..., m, des facteurs de premiére
rupture du polynome f. Par hypothése, il existe 3, un n-uplet des
racines de f tel que G =Gali(8) et Gy C C(Ly). Comme G est
transitif, on peut décider que 3, = oy et donc Gy =Galg(a,)(B) C Lo.
Montrons que [ est dans la variété d’un idéal de premiére rupture.
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Comme Galg(q,)(8) C Lo = Sie, sur k(a1), le polynome f se factorise
en r + 1 polynomes (x — q)g; - - - g de degrés respectifs 1, mq, ..., m,
avec [, ..., Bm,+1 racines de g1, By, 42, - - - Bmy+me+1 Tacines de go, ...
Comme les degrés des facteurs g; sont ceux de premiére rupture du
polynome f, ce sont les facteurs de premiére rupture de f. Donc I’idéal
de Galois TﬁLO dans k(aq)[z1, 29, . .., x,] est un idéal de premiére rupture

de f avec Q_G V(IﬁLO). O

Soit T un sous-groupe transitif de S,, tel que A(T) = e. Nous cherchons
une condition suffisante pour qu’a chaque classe de Ly-conjugaison dans
C(Lo,T) corresponde un idéal de premiére rupture a laquelle il est
associeé.

Lemme 6.24. Soient G, H € C(Ly), tels que H° N G? soit transitif
avec o,p € S,. Alors il existe T € S, tel que GT € C(Ly) et HNGT
transitif.

Démonstration. Soit M un sous-groupe de S, tel que M? = H? N G*.
Alors M C H et Mgy C Lo. Il existe 7 € S, tel que M C G7 et
donc, en posant L = M™ ', il vient Ly € Gy C Ly Nous avons
M = H NG transitif. Montrons que G7 € C(Ly). (Si 7 € Lo, c’est
évident). Comme Ly et Mgy = L@} sont dans Lg, les Ly-orbites de
{2,...,n} sont conservées par 7. Comme ces Lg-orbites sont identiques
aux Giy-orbites, nous avons G}, € Lo et donc G7 € C(Ly). O

Proposition 6.25. Soit H € C(Ly). S’il existe un conjugué T de H
vérifiant TNGal,(f) transitif alors il existe un idéal de premiére rupture
de f associé a la classe de Lg-conjugaison de H.

Démonstration. D’aprés le lemme 6.24, il existe G un conjugué de
Galg(f) dans C'(Lyg) tel que G N H soit transitif car il existe des conju-
gués du groupe de Galois de f dans C(Ly). Et finalement, comme
d’aprés le lemme 6.23, il existe un 5 dans la variété d’un idéal de pre-

miére rupture de f tel que G =Galy (), cet idéal est associé a la classe

de Ly-conjugaison de H. O

Ezxemple 6.26. Soit Iy un idéal de premiére rupture du polynome f tel
que A(f) = 13,22 Nos avons Stab(Iy) = Ly = Sya92. Supposons que le
groupe de Galois de f sur £ soit impair. Dans ce cas il s’agit de 877 et
’ensemble C'(Lg, 87T7) est constitué des 6 conjugués de 877 suivants :

Gl = <(175737 772767478)701 = (172)(374)>7 GZ - <(17673777275747 8)7
Gs = ((1,5,2,7,3,6,4,8),05 = (1,3)(2,4)), Gi=((1,5,2,8,3,6,4,7),
G5 = <(175727774767378)703 = (174)(273)>7 GG = <(1757278747 67377)7

Soit a € V(I), G =Galy(a) et 7 € Ly tel que Ly = Gy + Gpy7 (car
Card(Ly) = 2.Card(Gpy)). Alors, d’aprés le théoréme 6.9, Stab(I, a) =

01>7
02>7

O'3>.
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G + GT et donc (voir Paragraphe 7) :
(6.4) [=INI, " =1,N I,

En notant N; le stabilisateur de 1 sous I'action de G; et 7 la permutation
(5,6) de Ly, nous avons :

L0:N1+N1T:N3+N3.T:N5+N5T

avec Gy = 771Gi7 , G4y = 77'G37 et Gg = 77'G57. 11 v a 3 classes
de Lg-conjugaison Cy = {G1,Gs}, Cy = {G3,G,} et C3 = {G5,Gg}
auquelles sont associés les 2.3!=12 idéaux de rupture distincts. Dans le
paragraphe 6.3, nous montrerons comment il est possible d’associer un
idéal de départ a une classe de Ly-conjugaison dans C'(Ly,8T7) pour
pouvoir calculer un stabilisateur de I. C’est ce que nous appellerons un
critére d’association.

6.3. Critére d’association d’un idéal de premiére rupture.
Supposons comme dans le paragraphe précédent que I, soit un idéal
de premiére rupture de stabilisateur Ly = Sy (i.e. A,(f) =e).

Le probléme est de pouvoir calculer un stabilisateur de 7. S’il n’existe
qu’une seule classe de Ly-conjugaison pour un groupe 7 tel que A(T') =
e et que T' N Galg(f) soit transitif, il suffit d’appliquer les résultats du
paragraphe 6.2. Si I n’a qu’un stabilisateur, c’est-a-dire son groupe de
décomposition, alors il suffit de le calculer (voir Exemple 6.27). Pour
les autres cas, nous établissons la proposition 6.28 utilisée pour trouver
un critére, dit critére d’association, associant un idéal de départ [ a
sa classe de Ly-conjugaison. Si un tel critére est trouvé alors il devient
possible de calculer un stabilisateur de I.

Exemple 6.27. Soit f un polynéme irréductible de degré 8 tel que
Ag(f) = (1,2%). Nous construisons un idéal de départ I a partir d’un
de ses 6 idéaux de premiére rupture.

Nous avons Card(V(I)) = 64 =Card(8Ty;) avec Ag(f) = Ag(8T%7)
(voir Table 1). Il y a 3 classes de Lg-conjugaison dans C'(L,8Ty7).
Le groupe de décomposition de I est un groupe de C(Lg, 8Ty7) si et
seulement si, pour tout a € V(I), le groupe de Galois Gali(a) est
un sous-groupe d’un groupe de C(Lg, 8T57). Les sous-groupes de 8Ty;
dans C'(Ly) sont des conjugués a 87T, ou 8Tys. Ainsi, si Gr(I) est un
conjugué de 8757, I'idéal I est associé a la classe de Ly-conjugaison de
Gr(I) et a celle de ses sous-groupes conjugués a 87155 ou 87'16. (Voir
Paragraphe 10.1.4 pour plus de détails.)

Proposition 6.28. Soit A une classe de Ly-conjugaison dans C(Ly).
Posons E(A, 1) = (gea E(G.I) avec

E(G,I)={0.R(z1,...,x,) | R€eI, o€ G}

Si A est associé a I, de telle sorte qu’il existe a € V(I) et Gy € A tels
que Gy CGalg(a) ou bien Galy(a) C Gy, alors E(A,I) = 1.



CALCUL EFFICACE DE CORPS DE DECOMPOSITION. 21

Démonstration. Sous les hypothéses de la proposition 6.28, pour tout
G dans A, il existe a; € V(I) tel que G C G, ou bien Go, C G
puisque V' (I) = Ly . . Nous avons alors (voir Paragraphe 7) :

G
I= ﬂ [QG
GeA
Soit P € E(A,I) et R € I tel que P = 0.R avec 0 € G € A. Nous
avons R € Igc et donc P =0.R € IQGG puisque G est ou bien le groupe

de décomposition de IgGG (si Gg,, C G) ou bien un de ses sous-groupes
(si G C Gg, et alors il vient IgG = I,,.). Comme ceci est vrai pour
tout G dans A, nous avons bien P € I. O

Utilisation de la proposition 6.28

Supposons qu’il existe 7" un sous-groupe transitif de S, tel que A, (T) =
A, (f) = e et que Galg(f) soit un sous-groupe de T (ceci peut étre tes-
ter sur C'(Ly)). Supposons, pour simplifier, que C(Ly, T') se décompose
en deux classes de Ly-conjugaison A et B. Nous cherchons deux poly-
nomes P, dans F(A, I) et Pg dans E(B, I) qui ne pourraient appartenir
simultanément & I. Le critére d’association de l'idéal de départ I est
alors :

si P4 € I alors I est associé a la classe A
si Pg € I alors I est associé a la classe B

FEzemple 6.29. Reprenons 'exemple 6.26 avec Galg(f) = 87%7. L’idéal
de départ I est engendré par un ensemble triangulaire 7" de la forme :

T={f(z1),22+ g2(71), v3 + g3(21), T4 + ga(1),
fs(ws,71), w6 + g6(x5, v1), fr(w7,71), fa(ws, 21)}

ou les polynomes g, g3, g4 sont distincts (car les racines de f le sont)
et de degrés respectifs en x; strictement inférieurs a 8, celui de f. Les
trois classes de Lg-conjugaison C, Cy et C3 de C'(Ly, 8T%).

Avec les permutations oy = (1,5,3,7,2,6,4,8) € G et

oy = (1,6,2,5,3,7,4,8)(1,2)(3,4) € G, et le polynome R = x5 +
g2(z1) de T, nous formons le polynome P, = 0.R = x4 + go(x5) qui
appartient donc a E(C4,I). De méme, nous avons P, = x5 + g3(x5) €
E(Cy, 1) et Py = 6+ ga(xs) € E(Cs,I). Nous ne pouvons avoir Py et
P, appartenant simultanément a I car, si c’était le cas, nous aurions
Py — Py = go(x5) — g3(ws) € I, ce qui est impossible puisque g — g3 est
non nul de degré strictement inférieur a 8 et ne peut donc avoir comme
racine une racine de f irréductible de degré 8. Il en va de méme, pour
(Py, P;) et pour (P, P3). Le critére d’association est donc :

i) si 26 + ga(x5) € I alors I est associé a la classe C ;
ii) si x + g3(ws) € I alors I est associé a la classe Cy;
iii) si xg + ga(z5) € I alors I est associé a la classe Cj.
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7. DECOMPOSITION DE L'IDEAL DE DEPART [

Soit I un idéal de départ construit a partir d’un idéal Iy de k(ay)[z1, . . ., ).
Soit aw € V(Iy) et H € A(Stab(ly,)) tel que HN Galg(«) soit transitif.
L’idéal I est donc associé a la classe de Ly-conjugaison du groupe H et
d’apres le théoréme 6.9 :

Stab(I,a) =V(H)=Hm +---+ Hry avec 71 = id

et 7; € Stab(ly, ). Nous avons alors la décomposition suivante :

(7.1) [ = [Srnlo0) — 20D — [jﬁ“ [ijH7
=1
Pour i = 1,...,s, posons H; = 7; 'Hr; et J; = Iflg Nous savons que

Galy(7;.) = 7; *Galy,(a)7i. Nous traitons ci-dessous deux cas particu-
liers.

Cas 1 Galg(a) C H
Alors comme Galy(7;.c) C H;, nous avons H;=Stab(.J;) (voir Proposi-
tion 3.9) et les J; sont deux-a-deux distincts.

Cas 2 H C Galg(a)
Alors H; C Galg(7;.«0) =Stab(.J;) avec J; = I, . L’égalité 7.1 donne la
décomposition en idéaux de relations (premiers) :

I:ﬁLa
i=1

Si e est I'indice de H dans Gali(a), alors il existe e idéaux identiques a
J; dans cette décomposition. Si H = Galg(«) alors les J; sont distincts
24 2.

Remarque 7.1. Quel que soit le groupe H; choisit dans la classe de Lg-
conjugaison de H pour calculer un stabilisateur de 7, la décomposition
7.1 reste inchangée.

Ezemple 7.2. Poursuivons 'exemple 6.18 avec le polynome f = 28 —

2% — 2* + 22 + 1 de groupe de Galois 87T5,. Choisissons H = G35. En
posant, pour i € {1,2,3}, B, =mi.aet H; = 7 'Hry, U(H;) = 7, "W (H)
est le stabilisateur de Iz relatif 4 8, (voir Proposition 6.13) et nous
obtenons : -

_ 7Y(H:) _ 7H Hy Hs

avec V(Ié{f') = {0.8, | o € H;} puisque H; contient le groupe de Galois

Galk(éi) = 7,7 'Galy(a)7i. La variété de Iy se décompose en 3 variétés

disjointes :
3

V() = v

=1
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8. ADJONCTION DE RELATIONS A L'IDEAL DE DEPART

Les résultats de ce paragraphe seront utilisés pour construire sans cotit
un nouvel idéal de Galois pouvant contenir strictement 1’idéal de départ
I construit a partir d'un idéal triangulaire /. Nous chercherons, comme
pour I, a calculer un stabilisateur de ce nouvel idéal. Nous supposons
que l'idéal I est engendré par un ensemble triangulaire séparable T' =

{fi,--, [n}-

Nous fixons a € V (1), Ly =Stab(lp, ), un groupe H € A(Ly) tel que
Galp(a) C H C Stab(I, ) et 7y =id, ..., 75 € Ly tels que

Stab(],g) = \I/(H) = HT1+"'+H7—5
Lemme 8.1. Pour tout (0, R) dans H x I, I+ < 0.R >C I&H.

Démonstration. Puisque H C L =Stab(I, a), nous avons [ = % C I,
De plus, d’aprés la proposition 3.9, H =Stab(I7) car H contient le
groupe de Galois Gal,(a). Donc H est le groupe de décomposition
de I et la proposition découle alors de la définition du groupe de
décomposition. O

Supposons qu’il existe (o, R) € HxI tel que J = I+ < 0.R > contienne
strictement I, notons F' = o.R. D’aprés la proposition 3.2, comme
Iidéal J contient I, J est un idéal de Galois de f ssi il est radical. La
proposition suivante nous donne des conditions suffisantes pour qu’il
en soit ainsi.

Proposition 8.2. Supposons que F = xf +g(x1,...,xj-1) avec k>0
et que Uensemble S = {f1,..., fi—1, F, fj+1,..., fa} engendre un idéal
I' contenant I. Alors S est triangulaire séparable et I' = J est un idéal

de Galois de f.

Démonstration. L’ensemble S est triangulaire et comme nous venons
de le voir il suffit de montrer qu’il est séparable pour que I’ soit de
Galois.
Comme I C I',nous avons f; €< fi,..., fj_1, F' > etilexiste A\y,..., )
des élémants de k[zq,...,x,] tels que
fi=Mh+ -+ Xoafj-1+ A,
avec \; # 0.
Vﬁe V(< fla---;fjfl >) on a :
fiBsxs) = (AMfi+- -+ Ximfj-) (B) + (NE) (B, 25)
= (N F)(B, ).
Comme f;(3, ;) est séparable il en est de méme pour F(3,x;).
Pour finir il suffit de voir que Vi € {j +1,...,n} :

V(< fl;---afj—laFafj-i—l;---;fi >)CV(< fl,...,fi >) ]
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Si F' est un facteur de f; dans k[z,...x;] alors les hypothéses de la
proposition 8.2 sont vérifiées. Ceci est illustré dans ’exemple suivant.

Ezxemple 8.3. Poursuivons notre exemple 7.2 avec le polynome f de
groupe de Galois 8T5;. En prenant o = (1,5,3,8)(2,6,4,7) dans H =
G35 et R = x4 4+ x3 dans I, nous obtenons F' = 0.R = x¢ + x5 qui est
un facteur dans k[xq, ..., zg] de fs. L'idéal de Galois J = I+ < 0.R >
inclus dans I est alors engendré par I’ensemble triangulaire suivant :

2 6 4 2
T, ={ f(x1), e+ 2,25 — 2] + 2] +27 — 1,24 + 3,
4 6 4,2 2 2 6 4
Ty + (2] — 27)25 — 1,26 + 25, 27 + 25 + 2] — T, 08 + 7}

Comme Card(Gs5) = 128 = [, degs, (I), d’aprés 3.14, le groupe G;
est le stabilisateur de .J. Soit G99 un conjugué de 8759 inclus dans Gs.
Nous avons la décomposition Gss = Gag + GooT, avec 7 = (3,4) et
Gay = 7 'Gay7, qui induit que pour tout a € V'(J) :

J =I5 =15 NI

Nous obtiendrions le méme résultat si le groupe de Galois était 8T7,.
Comme ici le groupe de Galois est 8759, nous avons de plus :

J=1,N1I,

La liste des degrés initiaux de IS est L(Gy) = (8,1,2,1,4,1,1,1).
Donc pour trouver un systéme triangulaire engendrant cet idéal, il reste
a calculer une relation linéaire en z7, les autres relations étant prises
dans ’ensemble T’;. Le calcul d'une Gog-résolvante Gss-relative de degré
2 suivi d’un calcul rapide d’ensemble triangulaire permet de trouver
la relation x7 + xiwsz) + T57377 — 57377 que nous cherchons (voir
'algorithme GaloisIdéal de [17]). Ceci termine notre exemple.

Le résultat suivant nous permet d’éviter de tester si la nouvelle relation
est un facteur d’une des relations de I.

Corollaire 8.4. Si F' est de la forme xf +g(x1,...,2j-1) avec

k= dega, (12

et que lidéal I vérifie
deg,,(I) = deg,, (1Y) i€ {1,...,j—1}.

Alors J est un idéal de Galois de f et est engendré par [’ensemble

S: {fl,...,fj_l,F,fj+1,...,fn}.

Démonstration. D’apres la proposition 8.2 il suffit de montrer que f; €

(S)-
D’aprés le lemme 8.1, nous avons la suite d’inclusions d’idéaux de
klzy, ..., xj]

<f1,..., j,I,F>C<f1,..., j,I,F,fj>C[gmk[l’l,...,ﬂ)j].
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Les hypothéses faites sur les degrés des mondmes initiaux de ces id
éaux transforment ces inclusions en égalités et le résultat suit. ([l

Supposons désormais que I'idéal J est de Galois. Nous devons connaitre
un stabilisateur de J. Si, comme dans I’exemple 8.3, card(V (J))=card(H)
alors J = Il avec H =Stab(J). Dans le cas contraire, nous pouvons
utiliser la proposition suivante :

Proposition 8.5. Soit Z [’ensemble d’entiers défini par :
T:={ie{l,....,s}|3r,P)er'Hryx I, J =1+ < 1.P>}.

Si Card(V (J))=Card(T).Card(H) alors le stabilisateur de J relatif a

est Y ;or HT;.

Démonstration. Posons L = .. Hr;. Tout d’abord, comme Gal,(a) C
H, alors L =Galy(a)L. Donc L =Stab(I},a) et en utilisant 'hypo-
thése, il vient :

Card(L) = Card(V(I})) = Card(Z).Card(H) = Card(V(J)).
Comme les idéaux sont radicaux, nous avons juste a montrer que [ é D
J. Soit i € {1,...,n}, de légalité Galy(r;.c) = Galy(a)® C H7

et de 'inclusion Hr; C Stab(I, ), il vient H% ' C 77 Stab(I,a) =
Stab(I, 1;.«). Nous pouvons alors appliquer le lemme 8.1 avec 7;.c et

- -1
H™". Donc, pour tout i € Z, J € IF} =7 don J C IL. 0

9. CONSTRUCTION D’UN IDEAL DES RELATIONS

Pour calculer un idéal des relations du polynéme f, nous utiliserons
les résultats des paragraphes 6 et 8 afin déterminer un ensemble tri-
angulaire générateur et un stabilisateur d’un idéal de Galois J de f
qui contiendra l'idéal des relations symétriques du polynome. Nous
montrons dans le paragraphe 9.1 comment utiliser les résultats du pa-
ragraphe 8. Si J n’est pas l'idéal des relations, il est ensuite possible
d’utiliser I'algorithme GaloisIdéal décrit dans 9.2 pour calculer un
idéal des relations de cet idéal avec I; = J. Nous décrirons dans le
paragraphe 9.3 la méthologie & suivre pour construire un algorithme
de calcul d’un idéal des relations en degré fixé.

C’est cette méthodologie qui est illustrée a travers I’étude du degré 8
(voir Paragraphe 10).

9.1. Utilisation des degrés initiaux d’un idéal de Galois.

Si J est un idéal de Galois de stabilisateur un groupe G, la liste L(.J)
des degrés initiaux de .J sont calculables avec la fonction InitDeg(G,n)
du paragraphe 3. Notons £(G), la liste calculée par InitDeg(G,n).
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Supposons que pour un idéal de Galois I, nous sachions calculer un
ensemble triangulaire 7' 'engendrant et qu’il existe o € V(I) tel que
Galp(a) C G C Stab(I,«). Alors nous connaissons avec L(G) les de-
grés des polynomes de tout ensemble triangulaire 7'; engendrant 'idéal
J = I¢ de stabilisateur G et en particulier les polynomes de T qui
appartiennent a T;. C’est en comparant £(G) et £(I) que nous re-
cherchons de nouvelles relations comme expliqué au paragraphe 8 afin
de calculer un ensemble triangulaire engendrant un idéal de Galois J
contenant l’idéal 1.

Ezxemple 9.1. Soit I un idéal de départ calculé a partir de I'idéal de
premiére rupture d’un polynoéme f de degré 8 tel que A(f) = 13,22
Alors L£(I) = (8,13,2,1,2,1). Notons f;(x1,z7) le 7-iéme polynome de
T;. D’apreés la table 1, nous calculons I’ensemble C'(Lgy) des groupes
Ly-compatibles avec Ly = Sy 92. Pour chacun des groupes G' de C'(Ly),
nous avons L(G) = (8,13,2,1%). Ainsi, si G est le groupe de Galois,
pour calculer T (et donc ici un idéal des relations), il suffit de cher-
cher une relation r7(xy, x5, x7) linéaire en x7. L’ensemble T est alors
I’ensemble 77 dans lequel f; est remplacé par r;.

9.2. L’algorithme GaloisIdéal.

9.2.1. L’algorithme.
Dans [17], Palgorithme GaloisIdéal(G,T,Liste) a pour paramétres :

- T un ensemble triangulaire engendrant un idéal de Galois 7,

- le stabilisateur G de I qui est supposé étre un groupe,

- Une liste Liste de groupes candidats a étre le groupe de Galois a
conjugaison prés dans G.

Cet algorithme calcule un idéal des relations I, contenant I (avec a €
V(I)) et le groupe de Galois Galy(c) qui est le groupe de décomposition
et le stabilisateur de 1.

Avec les résultats de [18], cet algorithme est généralisable au cas ou les
stabilisateurs de I ne sont pas des groupes.

La méthode utilisée est celle évoquée dans l'introduction. Il s’agit de
contruire récursivement une chaine ascendante d’idéaux de Galois

I=hchLc---cl=1,

ou pour calculer I;;; a partir de I; (avec i € {1,...,r — 1}), il est
nécessaire de connaitre un ensemble triangulaire engendrant /; et un
stabilateur de I;.

Ezemple 9.2. Au Paragraphe 10.1.4 Cas A., supposons que Galg(f)
est 87,7 ou 876 (information inconnue a priori). La factorisation de f
dans k(«y) permet de calculer un ensemble triangulaire de générateurs
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de I = IS*" et de savoir que Gal,(a) est ou bien Gy; ou bien Gig
des conjugués respectifs de 8T»; et 8Ts dans Sg. Le calcul de I, et
de son groupe de décomposition Gal(a) se fera alors par 'appel :
GaloisIdéal(Gar, T,[Gi6l).

Comme Card(V (1)) est au plus le double du cardinal de V'(I,,) ce calcul
sera tres rapide.

9.3. Construction de P’algorithme.

La premiére étape consiste a calculer un ensemble triangulaire 77 d’un
idéal de départ I construit a partir d’'un idéal de premiére rupture I et
a déterminer ensuite un stabilisateur de I connaissant le stabilisateur
LU de [0.

Nous dirons qu'un groupe est candidat s’il appartient & C(Lg) et s'il
vérifie d’éventuelles conditions, comme un critére de parité ou celui de

Dedekind.

Dans I’algorithme ci-dessous, nous procédons par cas : Cas i ou Cas 1i.j.
Si ’hypothése (en italique) du Cas i (resp. Cas i.j) n’est pas vérifiée, il
faut passer au Cas i+1 (resp. Cas i.j+1). Lorsque ’algorithme renvoie
a un cas particulier, c’est que ’hypothése de celui-ci est vérifiée.

Cas 1 Un des groupes candidats G vérifie Card(G) =Card(V (I)).
Il existe «w € V/(I) tel que Galg(a) C G si et seulement si Stab(l) = G
(voir Proposition 3.9). Il suffit de calculer Gr([).

Si G #Gr(I) alors on retire G et tous ses sous-groupes de la liste des
candidats et on recommence a tester le Cas 1.

Si G =Gr(I) Alors

Cas 1.1 G est le groupe de Galois.
Dans ce cas I = I, et G =Galy(a).

Cas 1.2 G n’est pas le groupe de Galois.
Notant L la liste des groupes candidats inclus dans G, 'algorithme se
termine avec

GaloisIdéal(G, Ty, L).

Cas 2 Il n'existe qu’une classe de Ly-conjugaison par groupe candidat.

Cas 2.1 Ldéal I est associable a une classe de Ly-conjugaison.

Soit G' un groupe de cette classe. (Le cas G = Stab(I) reléve des Cas

1.1. ou 1.2.) D’aprés le Théoréme 6.9, il existe a € V(I) tel que
Stab(I,a) = V(Q)

Nous comparons L(I) et L(G) pour trouver des relations nouvelles avec
les résultats du paragraphe 8. Soit .J, I'idéal de Galois ainsi obtenu et
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Ty un ensemble triangulaire 'engendrant. Un stabilisateur S de J se
déduit de ¥(G) celui de I. Si aucune relation n’est trouvée alors J = I.
On peut se retrouver avec un seul candidat G avec G = S, c’est-a-dire
dans le Cas 1.1. avec J a la place de I. Sinon l’algorithme se termine
avec

GaloisIdéal(S, 7y, L)

ol L est la liste des groupes candidats de laquelle on a retiré les groupes
non inclus dans S.

Cas 2.2 Tous les groupes candidats permettent de rajouter les mémes
relations.

Nous reprenons les notations du Cas 2.1. Il y a plusieurs stabilisateurs
possibles pour J selon le groupe de Galois. La liste des groupes can-
didats est réduite aux groupes pouvant étre inclus dans l'un de ces
stabilisateurs. Si Card(V'(.J)) est identique au cardinal de tous les can-
didats, alors on se retrouve dans le Cas 1.1. avec .J a la place de I.

Cas 2.3 On obtient de nouvelles informations sur le groupe de Galois.
Ces informations peuvent étre trouvées en étudiant le comportement
des résolvantes S-relatives en fonction des différents stabilisateurs S
possibles de J. On recommence ’algorithme au Cas 1 avec J a la place
de I.

Cas 2.4 C’est le cas par défaut. Il est nécessaire de factoriser dans des
extensions supérieures pour calculer de nouvelles relations ou encore de
terminer avec la décomposition de I en idéaux premiers. Il peut étre
judicieux de calculer le groupe de Galois de f en paralléle. Le calcul
du stabilisateur de 1'idéal .J est alors possible et celui d’un idéal des
relations sera alors plus efficace qu’avec une décomposition en idéaux
premiers ou une factorisation dans une extension supérieure.

Cas 3 Des groupes candidats S,,-conjugués ne sont pas Lg-conjugués.
Cela se produit lorsque les degrés des facteurs de rupture ne sont pas
distincts deux a deux. Nous avons écarté de la liste des candidats les
groupes G vérifiant Card(G) =Card(V (I)) (Cas 1.). Nous cherchons
un critére d’association entre [ et les classes de Ly-conjugaison.

Cas 3.1 Un critere d’association est trouvé.

Nous savons a priori comment ordonner les facteurs de rupture de f
pour que l'idéal de départ I soit associé a une classe de Ly-conjugaison
donnée. Nous retirons de la liste des groupes candidats les groupes
appartenant aux classes de Ly-conjugaison auxquelles I’idéal I ne peut
étre associé. Nous nous retrouvons alors dans le Cas 2.

Cas 3.2 Nous pouvons rajouter des relations quelque soit le groupe de
Galois.

Soit J I'idéal obtenu. Nous recommencons 1’algorithme au Cas 1 avec
Iidéal J a la place de I'idéal 1.
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Cas 3.3 C’est le cas par défaut. Il faut agir comme pour le Cas 2.4.

Remarque 9.3. Concernant le Cas 2.1. Soit G un groupe candidat tel
que C(Lg,G) ne contienne qu’une classe de Ly-conjugaison. D’apreés la
proposition 6.25, pour que [ soit associé a la classe de Ly-conjugaison de
G, il faut et il suffit qu’il existe o € S,, tel que Galg(f)NG7 soit transitif.
Lorsqu’il existe plusieurs classes de Lg-conjugaisons dans C(Lg, G) et
que par un critére d’association nous passons du Cas 3. au Cas 2., il
faut alors procéder & un autre test pour s’assurer que nous sommes
dans le Cas 2.1. L’idéal I sera associé a la classe de Ly-conjugaison de
G si tout groupe candidat posséde un Ly-conjugué H tel que G N H
soit transitif (voir, par exemple, Cas C. Paragraphe 10.1.4).

10. ETUDE EN DEGRE 8

Pour illustrer cet article, nous avons choisi le degré n = 8. L’objectif
est I’¢laboration d’un algorithme calculant un idéal des relations I, ot
« est un 8-uplet des racines de f ainsi que son groupe de décomposition
Galg (). Nous excluons le cas ou A(f) = (7), c’est-a-dire celui ou le
groupe de Galois de f est 2-transitif.

Nous supposons que I est un idéal de départ construit a partir d’un
idéal de premiére rupture Iy de f et engendré par un ensemble trian-
gulaire Ty = { f1(x1), ..., fs(x1,...,28)}. Lorsque A(f) =e, Ly = Si.
est le stabilisateur de .

Les groupes 87; de I'ensemble 7 (8) seront notés 7;. Lorsque nous évo-
querons le groupe de Galois d’un polynome, ce sera, & conjugaison prés
un des groupes T;. Nous utiliserons des groupes conjugués G; = T des
groupes T; qui appartiendront aux ensembles C(Lg) considérés. Les
permutations o; sont données ci-dessous :

i 7 8 9 10 11 12 14
oi [ (2,7,3,4,5)(6,8) | ba”" | db(5,7) | (2,7)c(6,8) | (2,8,6, 7)c | (2,7,6,4,5) | (2,4,6,7,8,3,5)

i 17 18 19 29 39 31

ti | (2,3,4,5,6,8) | (1,5)(2, 7)(3,8)(4,6) | d(4,7,6,8) | d(4,5,8) | (2,6)(7,8) | (2,7,6,8,3,5)

ol a=0g= (2, 7, 6, 3, 5), b= ty7 = (4, 8), C = (4, 5) d= (2, 3), €=013 =
oo = (2,4,6)(5,7,8) et pour ¢ = 15,23, 26,28, 30,35, 38, 40,44, 0, =
(2,5)(4,7).

10.1. Etude détaillée.

C’est en fonction de Ly que les différents cas sont distingués en étu-
diant 'ensemble C'(Ly). Nous nous référerons aux différent cas de I’algo-
rithme du paragraphe 9.3 et nous utilisons la table de premiére rupture
en degré 8 (voir Paragraphe 4.2).




30 S. ORANGE, G. RENAULT, A. VALIBOUZE

10.1.1. A(f) = (1%), Ly = Sis et L(I) = (8,17).

Nous sommes dans le Cas 1.1. Par exemple, le polynome f := 2% +
82° 4+ 202t + 1622 + 2 se factorise en (v — 1) (z+21)(z — 23 — 32, (2 +
23+ 321) (v — 2 — 523 — 511) (v + 2F + 523 + 5y ) (v — 2] — Tad — 1423 —
7)) (z + 2] + 728 + 1423 + Tzy) dans k[z1]/f(z1). Nous en déduisons
'idéal des relations :

I, = <f(:rl),x2+$1,$3—x{’—3$1,$4+xi’+3$1,$5—:1:51’—5:1:%—5:1:1,
z6 + 25 + 523 + 5xy, xr — 2] — To} — 142} — Txy, xg + o] + T2 + 1423 + T2y >

de groupe de décomposition Galy(a) = T{ avec 0 = (2,3,7,8,5)(4, 6).

10.1.2. A(f) = (1%,2%), Ly = Sy et L(I) = (8,1%,2,1,2,1).

Pour tout G € C(Ly), nous avons L(G) = (8,13,2,13). En compa-
rant avec L£(I), nous savons que nous cherchons une relation de la
forme r; = x7 + h7(x1,...,26) pour obtenir un ensemble triangulaire
{fi,.-., fey77, fs} engendrant un idéal des relations I,. Les polynomes
fo et f3 de Ty sont respectivement de la forme x5+ go (1) et x3+ g3(x1).

Cas A Le groupe de Galois de f est le groupe impair 7%.

Ce cas reléve du Cas 3.1. puis du Cas 2.1. puis du Cas 1.1. Un critére
d’association est donné dans ’exemple 6.29. Ordonnons les facteurs de
rupture de telle sorte que g + g2(25) € I. Nous trouvons la relation
rr = x7 + g3(x5) avec Galg(a) = G7.

Cas B Le groupe de Galois de f est pair.

Ce cas reléve du Cas 3.1. puis du Cas 2.1. puis du Cas 1.1. Il y a
3 classes de Lj-conjugaison pour chaque groupe candidat : pour i =
1,2, 3, notons A; celles de C'(Lg, Ty), B; celles de C'(Lg, T1o) et C; celles
de C'(Ly,T11). (Chacune des classes comporte 2 groupes.) Le critére
d’association est :

1) si zg + g2(ws) € I alors I est associé a Ay, ou & By ou & Cy;
2) si xg + g3(x5) € I alors I est associé & Az ou a Bs ou a Cy;
3) si xg + g4(xs5) € I alors I est associé a A; ou a By ou a C}.

Optons pour I'idéal de départ I associé a Ay, By ou C;. Nous trouvons
r; = x7 + go(x5) avec Galg(a) € {Gy, G19, G11} déterminé par le calcul
du groupe de décomposition de 1.

10.1.3. A(f) = (13,4), Lo = Syay et L(I) = (8,1%,4,3,2,1).

Pour tout groupe G de C'(Ly), L(G) = (8,13,4,13). Nous recherchons
donc deux relations linéaires 14 = xg + hg(xq,...,25) et 77 = x7 +
h7(x1,...,xg). Les polynomes f, f3 et f; de ensemble triangulaire 77
sont de la forme : fo = o+ go(x1), f3 = 23+ g3(x1) et fu = x4+ ga(z1).

Supposons que Gal(f) soit le groupe pair Tig. L’ensemble C'(Lg, Tig)
n’a qu'une classe de Ly-conjugaison (Cas 2.1). Avec Gali(a) = Gis,
nous trouvons rg = xg + g4(x5) et r = x7 + go(x5).
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Supposons que Galg(f) soit le groupe impair Tj7;. Ce cas reléve du
Cas 3.1. puis du Cas 2.1. puis du Cas 1.1. L’ensemble C'(Lg, T17) com-
porte 18 groupes qui se répartissent en 3 classes Ay, Ay et Az de Lg-
conjugaison avec le critére d’association suivant :

1) si z1 4 gs4(wa) € I alors T est associé a Aj ;
2) si o1 + g3(xs) € I alors I est associé & Ay ;
3) si x1 + ga(x2) € I alors I est associé & Aj.

Supposons 'idéal de départ I associé a la classe Ay. Avec Galg(a) = G17
dans A,, nous trouvons rg = 26 + g3(rs) et 17 = 7 + go(s5).

10.1.4. A(f) = (1,2%), Ly = Sy et £(I) = (8,1,2,1,2,1,2,1).

Comme card(V(I)) = 64 = card(T3) = card(Ty7), c’est le Cas 1.
L’ensemble C'(Ly, Ty7) comporte 3-classes de Ly conjugaison et C(Lg, T3;) =
{G31}.

Cas A. Gr(I) =Tg, avec 0 € S,, (Cas 1.2).

L’idéal I est associé a la classe de Ly-conjugaison de Hy; = T3 réduite
a ce groupe. Selon la parité du groupe de Galois, le calcul se termine
avec GaloisIdéal(Hy;, 17, [H;B]) ou bien avec GaloisIdéal(Hsyy,
Tr,[Higl), on Hig et Hyy sont des sous-groupes de Hy; conjugués
respectifs de T et Toh.

Cas B. Gr([) = G31 (Cas 12)

Selon la parité du groupe de Galois, le calcul se termine avec
GaloisIdéal(Gyr, Tr,[G5,]1) ou bien avec
GaloisIdéal(Gar, T7,[Go1).

Cas C. Le groupe de Galois est Tg ou Tg.

C’est le cas lorsque les Cas A. et B. ne sont pas vérifiés et que dans
la liste des groupes candidats il ne reste que les groupes de C(Ly)
conjugués a Ty ou a Tz. Comme pour tout groupe G candidat L(G) =
(8,1,2,1%), en comparant avec £(I), nous savons que nous cherchons
deux relations linéaires r5 = x5 + hs (21, x3) et 77 = x7 + hr(xy, T3).

Nous sommes dans le Cas 3.2. Il y a 3 classes Aj, Ay et A (resp. By, By
et B3) de Ly-conjugaison pour les groupes conjugués a Ty (resp. Tg).
Nous avons le critére d’association suivant :

1) si 4 + go(x3) € I alors I est associé a A; ou & By,
2) si w6 + go(ws) € I alors I est associé & Ay ou a By,
3) si xg + go(x7) € I alors I est associé a Az ou a Bs.

Supposons l'idéal de départ [ associé a A, ou Bsy. Nous passons du
Cas 3.2. au Cas 2.2. Avec le groupe G dans Ay et le groupe Gg dans
Bs, nous obtenons la relation linéaire r; = x7 4+ go(23) et l'idéal J =
I+ < r7 > est intersection de deux idéaux de relations. Les autres
groupes des classes Ay et By permettant de rajouter cette relation sont
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respectivement H; = G7 avec o = (5,6) pour i = 6, 8. Le stabilisateur
de J est 'un des L; = G; + G;(5,6), i = 6,8, selon que le groupe de
Galois est G ou Gg (voir Théoréme 6.9 et Proposition 8.5). Bien que
Ts N1 = T transitif, pour tout groupe L de Ay et M de By, LN M
est non transitif. C’est pour cette raison que les deux ensembles Lg
et Lg sont distincts. Ils engendrent dans Sg le méme groupe 7%, avec
o =(2,3,5)(6,7). Si le groupe de Galois est connu, il est possible de
terminer avec GaloisIdéal(L;,T,|G;]) ou G; est conjugué a Galg(f).
Sinon, nous sommes dans le Cas 2.4. L’étude des résolvantes L;-relatives
pour ¢ = 6,8 n’apporte rien. La décomposition en idéaux premiers est
peu cotiteuse. Il ne restera qu’a tester lequel des 4 groupes G;, H; avec
i = 6,8 est le groupe de décomposition Galg(a) de I, choisi dans la
décomposition en idéaux premiers. Il est aussi possible de factoriser
f5 de la forme z2 + g5(x1,25) en deux facteurs linéaires sur le corps
klxy, 23]/ < fi(xy1), fs(z1,x3) > isomorphe & k(ay,...,ay) de degré 16
sur k. L’un des facteurs donnera rj5 et I'autre est fg modulo rs.

Ezemple 10.1. Avec le polynome f = 2% — 325 — 2* + 323 + 1, de
groupe de Galois T, la décomposition de J en deux idéaux premiers
I et I56)a (@ € V(J)) se instantanement. Il en va de méme avec le
polynéme f = 2% + 242°% 4+ 1262* + 21622 + 117, de groupe de Galois
Tg.

10.1.5. A(f) = (1,2,4), Ly = Sy24 et L(I) = (8,1,2,1,4,3,2,1).

Le polynome fy est de la forme x5 + go(x1). Nous sommes dans le
Cas 2.1. car tout groupe candidat possede un Ly-conjugué H inclus
dans G3s. 11 existe donc a € V(I) tel que Galg(a) C G35. En compa-
rant L(G35) = (8,1,2,1,4,1,2,1) a L(I), nous trouvons l'idéal J de
stabilisateur G35 et engendré par

TJ = {fla"'7f5ax6 +g2(x5)7f77f8}-

Selon la parité de Galg(f), on termine avec

GaloisIdéal(Gss, Ty, [Ga, Giy, Hig]) ot Hig = Ty avec
o=(2,3)(4,8)(6,7); ou avec

GaloisIdéal(G35 , T] , [G267 Ggg, Gg(), G15, H15]) ol H15 = TIUE) avec
o =(2,8,6,7,4,5).

Soit g(a1,x) = ' + gs(a;) un facteur de premiére rupture de f. On
peut utiliser son groupe de Galois sur k(«;) pour départager Thg et Thg
et la parité de ce groupe de Galois pour déterminer si Galg(f) est ou
non Ti5 (voir Table 1).

10.1.6. A(f) =(1,3%), Lo = Sy25 et L(I) = (8,1,3,2,1,3,2,1).

La relation fo de T est de la forme x5 + g2(x1). Nous sommes dans le
Cas 3. et la situation sera celle du Cas 3.2. Pour tout groupe candidat,
il existe un groupe G dans sa classe de Ly-conjugaison tel que rg =
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z6+g2(x3) et r; = w7492 (x4) appartiennent a IS si G contient Galy(c).
L’ensemble triangulaire T; = {f1,..., f5,76,77, fs} engendre un idéal
de Galois J dont le cardinal de la variété est 48, celui de 87T54. C’est le
Cas 1.

Cas A Gr(J) est un conjugué de 87Ty

Le groupe de Galois est 8754 ou I'un de des deux sous-groupes 13 et
Ti4. Il 'y a 2 classes de Lg-conjugaison C et Cy dans C(Lg, To4) et il
en est donc de méme pour les deux sous-groupes Ti3 et Ty, de Tyy.
Le groupe de décomposition est soit le groupe G4 dans C', soit le
groupe Hyy = Ty, avec 0 = (2,8,6)(3,7) dans Cy. En ordonnant les
facteurs de premiére rupture de f de telle sorte que J ait Go4 comme

groupe de décomposition, le calcul se termine avec GaloisIdéal (Goyy,
Ty,[Ghs, Gua)).

Cas B Gr(J) n'est pas conjugué a 87Ty,

Le groupe de Galois est donc 8715 et C'(Lg, T12) n’a qu’une seule classe
de Ly-conjugaison (Cas 2.1 de l'algorithme). D’aprés la proposition
8.5, il existe o € V(J) tel que Stab(J,a) = Gio + G12(3,4)(6,7).
Le groupe engendrant Stab(.J,«) est T, avec 0 = (2,3,4,7,5,6) (ce
groupe est utile a l'algorithme GaloisIdéal). Nous terminons avec
GaloisIdéal(L, Ty, [Gi21).

Remarque 10.2. Si le groupe de Galois d’un quelconque des facteurs de
rupture de degré 3 est 37, (i.e. S3) alors Galg(f) = To (voir Table 1).

10.1.7. A(f) = (1,6), Ly = Sp26 et £(I) = (8,1,6,5,4,3,2,1).

Le groupe de Galois est un sous-groupe de Ty4. Nous sommes dans le
Cas 2.1. Soit fo = o + ga(x1). Avec L(Gyq) = (8,1,6,1,4,1,2,1), nous
trouvons I’ensemble triangulaire T; = {f1, fa, f3, T4 + g2(23), f5, T6 +
92(x5), f7, fs} tel que Guy =Stab(J).

Les calculs se terminent avec GaloisIdéal(Gus, Ty, [G4y, G4]) ou
avec GaloisIdéal (G4 ,Ty, [Gag, Gss,Ga3]) selon la parité de Galy(f).

10.1.8. A(f) = (3,4), Ly = Sis4 et L(I) = (8,3,2,1,4,3,2,1).

Pour chaque groupe il n’y a qu’une classe de Ly-conjugaison. Tous les
groupes de C'(Lyg) sont des sous-groupes de G47 (Cas 2.1.) et Card(V (1))
est égal & Card(Gyr), donc Stab(I) = Gyr.

Nous terminons avec GaloisIdéal (Gar,17, [Gagl) ou avec
GaloisIdéal(Gyr, Ty, [Gis, Gy, Gii,Gar,G331), selon la parité du
groupe de Galois de f.

11. IMPLANTATION ET RESULTATS EXPERIMENTAUX

L’implantation de notre algorithme pour le degré 8 est réalisée (et
toujours en cours d’amélioration) a I'aide du systéme de calcul for-
mel MAGMA [4]. Nous avons choisi ce logiciel car il nous a permis de
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travailler avec toutes les structures mathématiques dont nous avions
besoin (groupes, polynomes univariés et multivariés, algébre affine...).
Lors de nos tests nous avons rencontré un probléme pour la factorisa-
tions de polynomes a coefficients dans un corps de nombres (D’aprés
[14], ce probléme sera corrigé dans quelques semaines). Nous avons
donc réimplanté une factorisation récursive basée sur ’algorithme de
[16]. Ceci nous a permis de faire nos tests en comparant 1’algorithme
de calcul de l'idéal des relations donné dans [2] au notre. Pour faire
ces tests, nous avons utilisé des polynomes de la base de données de G.
Malle et J. Kluners (voir [7]). Les temps de calculs, en “cpu-seconde”,
sont recensés dans le tableau 2. La premiére colonne donne le polynéme
utilisé, la seconde le groupe de Galois de ce dernier, la suivante ’ordre
de ce groupe, et les deux derniéres donnent respectivement le temps de
calcul de la méthode de [2| et celui de notre méthode. Tous ces tests
ont été effectué sur GIULIA4 [6].

| f | Galg(f) | [Galg(f)] | Méth. 1 | Méth. 2
8 — 27 — 725 + 525 + 152% — 723 — 1022 + 2z + 1 8Tyr 1152 3732.05 0.21
28 + 727 — 102% — 1312% — 2002* + 13123 + 38222 — 191 8Tus 576 8400.61 | 519.291
8 + 27 — 1425 — 32° + 6221 — 2523 — 6322 + 24z + 16 8Tus 576 6040.889 | 179.551
28—z —zt — 23+ 1 8Tu4 384 66.349 0.199
28+t — 422 +1 8T3g 192 10.54 0.17
28 + 228 — 1207 — 322 + 11 8745 128 3.529 0.32
28 + 1226 + 482% + 7222 + 31 87131 64 0.66 0.259
28 —ab —zt 22 +1 8Thg 64 2.03 0.649
28 — 525 —3zT — Bz + 1 8The 64 1.8 1.439
8 + 28 + 222 +4 8T1o 32 0.631 0.82

TAB. 2. Temps de calcul.

Les temps de ces deux méthodes peuvent étre améliorés en employant
pour la premiére, la factorisation de Van Hoeij (voir [19]) adaptée aux
polynomes a coefficients dans une extension relative (une telle factori-
sation existe dans le systéme PARI [13]| dans le cas ot les coefficients
sont dans un corps de nombres absolu), et pour la seconde des méthodes
p-adiques (voir [20]).

12. CONCLUSION

Comme le montre le tableau Tab 2, notre méthode de calcul d’un corps
de décomposition s’avére comparativement d’autant plus efficace que
son degré sur le corps de base est élevé. Lorsque le groupe de Galois est
connu, cette méthode peut étre éventuelement améliorée en utilisant
des méthodes d’interpolations pour recherché les relations de degré 1
(voir [10]).

Nous avons supposé tout au long de cet article que le polynéme f est
irréductible sur K, mais notre méthode est généralisable aux polydome
réductible en ’applicant & chacun de ses facteurs et en utilisant le
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résultat suivant (voir [12]) :
Soit g et h deux facteurs de f sur k et m le degré de g. Soit I (resp.
I5) un idéal de Galois de g (resp. h) sur k. Alors I'idéal

I= [1]€[1‘1, N ,In] + [Qk[fL’l, PN ,l’n]
est un idéal de Galois de f sur k et
Stab(I,«) = Stab(Iy, (v, ..., qm)) X Stab(Iy, (Qmit, .-\ Q).

C’est ainsi que cet méthode peut étre inductivement utilisée dans les
extensions supérieures. C’est pour mettre en pratique cette générali-
sation que, dans la définition de I’ensemble A(Ly) du paragraphe 6.2,
nous n’avons pas supposé que le stabilisateur Ly est un groupe. Elle
est donc, en particulier, applicable pour les polynomes dont le groupe
de Galois est 2-transitif.
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