GENERALISATIONS DE RESULTATS SUR LES IDEAUX DE GALOIS

ANNICK VALIBOUZE

Résumé

Cet article a pour but de généraliser des propriétés sur les idéaux de Galois pour le calcul
efficace de corps de décomposition.

Abstract

The goal of this paper is to generalize some properties about Galois ideals in order to
compute efficiently splitting fields.

1. INTRODUCTION

La construction du corps de décomposition K d’un polynome f d’une variable sur un
corps parfait k se réalise dans [21] avec des idéaux de k[xy, zo, . .., x,], dit idéaux de Galois
(avec xy,...,x, des variables algébriquement indépendantes). L’algorithme GaloisIdéal
qui y est proposé construit une chaine ascendante de tels idéaux :

(1) IIC[QC"'CIZZM

ou I’ idéal I est par défaut I'idéal des relations symétriques qui contient tous les idéaux
de Galois du polynome f, et M est un idéal maximal tel que le corps K soit isomorphe
a anneau quotient k[xq,xo,. .., x,]/ M.

Pour chaque idéal I; de la chaine (1), il s’agit de calculer un ensemble triangulaire 7
I'engendrant et un stabilisateur L;, une partie de S, le groupe symétrique de degré n.
L’idéal des relations symétriques est engendré par les modules de Cauchy et possede S,
comme stabilisateur ; I'idéal maximal M a comme stabilisateur un groupe isomorphe au
groupe de Galois de K sur k.

L’algorithme GaloisIdéal impose que chaque stabilisateur L; soit un groupe. Or, dans
[18] sont construits efficacement des idéaux de Galois dont les stabilisateurs ne sont pas
des groupes (voir aussi Paragraphe 10). Pour calculer I'idéal M & partir de tout idéal de
Galois, nous devons généraliser I’algorithme GaloisIdéal. C’est ce que vont permettre
les résultats de cet article.

Cet article se décompose ainsi : le paragraphe 2 définit les idéaux de Galois, leurs
stabilisateurs, le groupe de Galois et rappelle des résultats de [21] qui seront utiles pour
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la suite de ’article ; le paragraphe 3 est un rappel sur les idéaux triangulaires et contient
un théoreme qui donne une condition suffisante pour qu’un idéal triangulaire soit un idéal
de Galois ; le paragraphe 4 explique quels sont les résultats a obtenir pour généraliser
I’algorithme GaloisIdéal ; les paragraphes suivant vont fournir les résultats théoriques
permettant cette généralisation ; le paragraphe 5 fixe des notations et hypotheses générales
pour la suite de 'article ; le paragraphe 6 comporte un théoreme sur la décomposition de
la variété d’un idéal de Galois et de son stabilisateur ; le paragraphe 7 est dédié au calcul
des résolvantes ; le paragraphe 8 généralise les matrices des groupes et des partitions (voir
[5] et [20]) ; le paragraphe 9 contient les théoremes permettant de calculer un idéal de
Galois contenant un idéal de Galois donné (i.e. il sera aussi possible de calculer I; a
partir de I;_; lorsque le stabilisateur L;_; n’est pas un groupe) ; au paragraphe 10, nous
traiterons un exemple illustrant les résultats de cet article. Cet exemple vient compléter
I’exemple du polynome fi5 qui nous suivra tout au long de I’article pour en illustrer les
résultats (voir Exemple 1.1). Nous aboutirons ainsi au calcul d’un ensemble triangulaire
engendrant un idéal maximal, noté M s, associé au polynome fis.

Exemple 1.1. Pour tout cet article, nous fixons le polynome fio(z) = z® + 92° + 232* +
1422 + 1 irréductible sur Q et calculé par Mattman, McKay et Smith (communication
privée). L’idéal des relations symétriques engendré par les 8 modules de Cauchy du
polynome fi5, de degrés respectifs 8 en x1, 7 en x,..., 1 en xg, est par défaut le point
de départ de 'algorithme GaloisIdéal. Or, avec les résultats de [18], a partir de la fac-
torisation de fi15 dans Q(cv ), nous construisons rapidement 1'idéal de Galois Jio engendré
par T, 'ensemble triangulaire séparable suivant :

Tio= { 2% +92%+ 2327 + 1427 + 1,
To + 21,
vy + (2] 4+ 827 + 1627 + 371) 23 + (2 + 927 + 2127 + 6) 23
+z] + 977 + 2327 + 14,
w3+ (2] 4+ 827 + 1627 + 321) (v4 + x3) + 1374 + 25 + 28 + 93] + 2127 + 6,
T5 + x4 + 23 + 27 4+ 825 + 1623 + 324,
T + X3,
T7 + x4,
Ty + x5 }
Simultanément au calcul de .J;5, nous savons :
- que le groupe G d'ordre 24 et engendré dans Si;» par les permutations
(1,3,2,6)(4,5,7,8) et (1,3,7)(2,6,4) est, a un isomorphisme pres, le groupe de Galois
du corps de décomposition du polynome fi5 sur Q,

- et qu'un stabilisateur de .Ji5 est la partie Ly de Si» qui s’exprime comme une union
(disjointe) de deux classes a droite du groupe G, :

Ly = Gia + G12(3,4)(6,7)
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Remarquons qu’il est impossible de considérer n’importe quel conjugué du groupe de Ga-
lois de fio pour étudier I'idéal Ji5 et en déduire un idéal maximal qui le contient. Pour
calculer (uniquement) le groupe de Galois, R.P. Stauduhar en considére un conjugué quel-
conque et réordonne les racines approximées numériquement afin qu’elles correspondent
a ce conjugué (voir [19]). Ici, le conjugué ne peut étre quelconque et nous précisons au
fur et a mesure les contraintes sur 'ordre des racines de fi, sans jamais les calculer. Au

départ, la contrainte est que le 8-uplet a de ses racines appartienne a la k-variété affine
de l'idéal Ji,.

L’idéal .Ji5 est l'intersection de deux idéaux maximaux dont 1'un, My, possede le
groupe G2 comme stabilisateur et l'autre le groupe (3,4)(6,7)G12(3,4)(6,7). Nous
cherchons a calculer I'idéal M,. 1l est éventuellement possible de le calculer par une
méthode classique : la décomposition de Ji5 en idéaux premiers. Mais cette méthode
générale est bien plus cotiteuse qu’un algorithme adapté aux idéaux de Galois comme
GaloisIdéal. Notons g;, le i-ieme polyndome de T5. Il est également possible de fac-
toriser le polynéme g, de degré 2 en x, dans le corps Q(ay,as3) isomorphe & ’anneau
quotient Q[z1, 3]/ < g1(x1), gs(x1,3) > qui est de degré 24 sur Q (voir [3]). Cette fac-
torisation est également moins efficace que ce que nous proposons. Elle le sera encore
moins pour de nombreux autres exemples (voir [18]).

Or, avec les connaissances actuelles, l'idéal .Ji5 est inutilisable pour I’algorithme
GaloisIdéal puisque son stabilisateur Li5 n’est pas un groupe. L’idéal des relations
symétriques, argument possible de ’algorithme GaloisIdéal, est quant a lui I'intersection
de 1680=8!/card(G1s) idéaux maximaux. La généralisation de GaloisIdéal aux idéaux
de Galois qui comme .Ji5 ont des stabilisateurs qui ne sont pas des groupes induira donc
un gain trés important pour le calcul de corps de décomposition (i.e. de I'idéal M).

2. RAPPELS

Cette partie reprend les résultats de [21] que nous ne redémontrons donc pas.

Nous nous donnons un polynome f d’une variable sur k£ et de racines supposées dis-

tinctes o = (aq, as, . . ., a;,) dans une cloture algébrique k de k. Le corps de décomposition
K de f est donc k(aq, ag, ..., ap).

Nous notons M 1’idéal des a-relations défini par :

M=AR € klxy,...,2,] | R(as,...,a) =0}

Cet idéal est maximal puisqu’il est le noyau du morphisme surjectif d’évaluation qui a
P dans k[xq,zs, ..., x,] associe P(ay, ag,...,q,) dans k(ag, ag, ..., qp).

Le groupe de Galois de a sur k, noté Galy(a) est défini par :

Galy(a) = {0 € S, | VR e M) R(asqy,---,0m) =0}
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Pour une partie H du groupe symétrique S,, (non nécessairement un groupe), I'(a, H)-
idéal de Galois (sur k), noté I/, est défini par :

ISZ{REk‘[xl,...,In] | (VO’EH) R(ag(l),...,ag(n)):(]}

Un tel idéal est appelé un idéal de Galois de f (sur k).
L’idéal Ign est appelé 1'idéal des relations symétriques (entre les racines du polynéme

f). L’idéal des a-relations M est 'idéal Ié" ou I, est le sous-groupe identité de S,,. Nous
simplifions cette notation en posant I, = Ié".

Fixons un idéal de Galois J de f et choisissons le n-uplet « de racines de f de telle
sorte qu'il appartienne a V(J) = {8 € k" | (VR € J) R() = 0}, la k-variété affine de .J.

Le stabilisateur de J relatif a o, noté Stab(J, ), est défini par :

Stab(J, g) = {O’ € Sn | (\V/R - J) R(O[U(l), ceey Ozg(n)) = 0}
Ce stabilisateur est I'union des parties H de S,, telles que .J soit I’(a, H)-idéal de Galois
(i.e. J=1I[). L’idéal J est aussi appelé I'a-idéal de Galois de stabilisateur Stab(J, o).

L’exemple de l'idéal .J;» de lintroduction montre qu’un stabilisateur n’est pas
nécessairement un groupe. Une condition nécessaire et suffisante pour que Stab(J, )
soit un groupe est qu’il existe un sous-groupe H de S, tel que J = Il et que H contienne
le groupe de Galois Galg(a). Dans ce cas, I'idéal J ne possede qu'un stabilisateur, le
groupe H, que nous appelons le stabilisateur de l’idéal J et que nous notons Stab(.J).

Remarque 1. Le stabilisateur de 1’idéal des relations symétriques est le groupe
symétrique S, et celui de I'idéal des a-relations, M = I, est le groupe de Galois Galg(q).
En particulier, nous avons :

I, = [S’alk(ﬂ)

Nous avons les identités suivantes :
(2) V(J) = {(ao@)s--->Qom)) € K" | 0 €Stab(J,a)} et

(3) Stab(J,a) = Galy(a)H ={gh | g € Galg(a), h € H}

pour toute partie H de S, telle que J soit I’(«, H)-idéal de Galois et donc en particulier
pour H =Stab(.J,«). Nous constatons que Galx(a) C Stab(J, ).

Si I est un idéal de Galois de f (sur k) contenant J et tel que a € V(1) alors :

(4) Stab(I, a) C Stab(J, «)

Pour tout ensemble G de parties de S,,, nous avons l'identité :
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(5) Igneot = () 1!

Heg

3. IDEAUX TRIANGULAIRES

Rappelons ci-dessous la définition d’un ensemble triangulaire séparable :

Un sous-ensemble 7 de n polynémes de k[zy,...,z,] est dit triangulaire si
T = {fi(z1), fo(z1,22),..., fulz1,...,2,)} ol chaque polynéme f; est unitaire en
tant que polynome en x; avec deg(f;,z;) > 0. Cet ensemble triangulaire est dit séparable
si chaque polynome f; de T vérifie la condition suivante :

Y(Bi,...,B,) € k" tel que Vj € [1,n], fi(B1,...,Bj) =0, le polynéme d’une variable
fi(B1, ..., Bi—1,x) n’a pas de racine multiple dans l;:[x]

La liste (deg(f1,x1), deg(fe, z2),..., deg(fn,z,)) est appelée la liste des degrés initiaux
de I'ensemble T (ou de I'idéal qu’il engendre).

Un idéal est dit triangulaire s’il est engendré par un ensemble triangulaire séparable.

Lorsque le stabilisateur d’un idéal de Galois est un groupe alors la liste de ses degrés
initiaux est calculable & partir de ce groupe (voir [8]).

Exemple 3.1. L’idéal de Galois Ji, est triangulaire engendré par les polynomes de 1.
La liste de ses degrés initiaux est (8,1,3,2,1,1,1,1). L’idéal maximal M, possede le
groupe de Galois GGj5 comme stabilisateur. Le calcul montre que la liste de ses degrés
initiaux est (8,1,3,1,1,1,1,1). Notons g;(x1,. .., z;) le i-eme polynéme de I’ensemble T}.
Alors ¢4, g2, g3 et gs, g6, g7, gs appartiennent a un ensemble triangulaire engendrant I'idéal
My (car Jj3 C Mjs). Pour connaitre un ensemble triangulaire I’engendrant, il reste a
trouver un polynome de la forme x4 + h(zy,x3) (avec h € Q[z1,x3]) qui appartienne a

M.

Nous avons le théoreme suivant qui nous donne une condition suffisante pour qu'un
idéal triangulaire soit de Galois :

Théoreme 3.2. Soit I un idéal triangulaire sur klxy, ..., x,] tel que sa variété V(I) soit
incluse dans la variété V(I3") = {(Qo1), - Qom) | 0 € Sp}. Alors I est un idéal de
Galois de f.

Démonstration. Par hypothese, V(I) = {(a(1),.- -, ®m)) | 0 € H} ot H est une partie
Sp. Comme l'idéal I est engendré par un ensemble triangulaire séparable, il est radical.
Donc I est I'idéal de V(I), c’est-a-dire que :

I={Re€k[zy,...,z] | (Vo € H) R(ao), -, 0m) =0} =IF

et que I est un idéal de Galois dont H est le stabilisateur relatif a «. 0]
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4. IALGORITHME GALOISIDEAL ET SA GENERALISATION

Supposons que I soit un idéal de Galois de f engendré par un ensemble triangulaire 7'
et ayant S comme stabilisateur relatif & o € V(I).

[’algorithme GaloisIdéal calcule un idéal de Galois I’ contenant strictement I (i.e.
un stabilisateur de I’ et un ensemble triangulaire I’engendrant) et recommence avec cet
idéal I'. L’algorithme se termine sur 1'idéal maximal M (nous verrons plus loin le test
d’arrét).

La premiere étape consiste a choisir un sous-groupe H de S,, inclus dans S et a calculer
un polynéme d’une variable appelé H-résolvante S-relative de a (voir Paragraphe 7).

Pour calculer une telle résolvante, il faut appliquer 1’algorithme de [8] qui, a partir de
I’ensemble triangulaire T, calcule une puissance de cette résolvante que .S soit ou non un
groupe. Si S est un groupe, le degré de la résolvante étant connu (c’est l'indice de H
dans S), la résolvante ’est aussi (cela a son importance car seuls ses facteurs simples sont
exploitables). Nous allons montrer comment calculer le degré de la résolvante dans le cas
ou S n’est pas un groupe (voir Paragraphe 7).

Une fois un facteur simple de cette résolvante obtenu, GaloisIdéal applique le
théoreéme 3.27 de [21] pour en déduire des générateurs de I'idéal I' = I, Mais ce théoréme
n’est applicable que dans le cas ou S et Stab(I', ) sont des groupes. Au paragraphe 9,
nous généraliserons ce théoreme sans condition sur les stabilisateurs des idéaux I et I’.

Dans l'algorithme GaloisIdéal un des parametres est une liste de groupes, dite liste
de candidats, pouvant étre le groupe de Galois de o sur k. Avec une résolvante S-relative,
en utilisant la matrice des groupes relative a S ou celle des partitions (voir Paragraphe 8),
il est possible d’exclure des groupes de cette liste de candidats. Le calcul de la chaine (1)
d’idéaux de Galois aboutissant a I'idéal maximal M s’en trouve grandement simplifié. En
particulier, le groupe H est choisi parmi ces groupes et ['algorithme se termine lorsque qu’il
n’existe plus qu'un seul groupe dans cette liste (& conjugaison pres dans S). Seulement
les matrices des groupes et des partitions ne sont définies et utilisables que lorsque S est
un groupe. Le Paragraphe 8 les généralisera au cas ou S est quelconque.

Ainsi, avec les résultats de cet article, nous pourrons appliquer I’algorithme
GaloisIdéal a tous idéaux de Galois.

5. NOTATIONS ET HYPOTHESES GENERALES

Pour toute la suite, nous fixons J un idéal de Galois de f. Nous considérons a € V' (.J)
et nous posons L =Stab(.J, ). L’intérét de tout ce qui va suivre est de ne pas supposer
que L est un groupe.

Nous posons G =Galg(a), le groupe de Galois de « sur k, et nous notons M le groupe
engendré par L dans S,,. Comme le groupe M contient G, il est le stabilisateur de 1’idéal
IM. Nous fixons H un sous-groupe de M tel que H C L.

~ Nous avons donc les inclusions suivantes :
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(6) G =Stab(M) C L =Stab(J,a) C M = Stab(I}/, ) et

(7) YcJcIrl cmMm=1I,

Exemple 5.1. Nous savons que Ly (de cardinal 48) est le stabilisateur de 'idéal Jio
relatif & un certain o dans V' (.Jy5). Le groupe engendré par Li, est le groupe My d’ordre
192 et engendré dans Sg par les permutations (1, 5)(2, 8)(3, 4)(6, 7), (1, 4)(2, 7)(3, 5)(6,
8), (1, 6)(2, 3)(4, 8)(5, 7), (1, 3, 4)(2, 6, 7) et (1, 2)(3, 4, 6, 7).

6. DECOMPOSITION DE L'IDEAL J ET DE SA VARIETE

Pour 7 € S, et R € klz1,%2,...,2,], posons T.a = (Qra),..., Q) et T.R =
R(xg(l), RN ,l‘g(n)).

Lemme 6.1. Soit 7 € S,,. Nous avons les trois identités suivantes :

Galy(t.a) = 7 'GT : L,=1I5" et V(I;s) ={0a | 0 €Gr}

L’idéal I, étant mazimal, la variété V(I,,) est irréductible.

Démonstration. Soit ¢ = 77'gr € 77'Gr, avec ¢ € G et R € I,, ; pour montrer
que 0 €Galy(7.), il suffit de montrer que o.R(a (1, .., n) = 0. Nous savons par
hypothese sur R que 7.R(ov,...,0n) = R(arq),...,0;m) = 0. Comme g appartient
au groupe de Galois de «, nous avons, par définition, g7.R(«y,...,a,) = 0 et donc
7T R(Q-1)s - - Or(my) = 0. Ainsi 7 'GT C Galg.a. Par symétrie, en posant § =
(ar(1), - - -5 Qr(m)), noOus obtenons l'inclusion réciproque ; d’ou I’égalité. Pour les variétés,
comme 0. R(atr(1, - .-, Qr(n)) = TO.R(0v, ..., o), et puisque Galg(7.a) est le stabilisateur
de I,, nous avons, d’apres 'identité (2), :

V(l;o) = {r0.a | o€ Gal(r.a)}
= {ro.a | ceT'Gr}

D’ou le résultat. L’identité sur I'idéal I, découle de celle sur V (I, ,). O

Théoréme 6.2. La k-variété affine V(J) de l'idéal de Galois J est l'union disjointe de
s=Card(L)/Card(G) k-variétés affine irréductibles

V(o) = {(oy, -y Qo)) | 0 € Gri} i €1, 5].

Pouri € [1,s], lidéal de la variété V (I, o) est lidéal I, , des 1;.a-relations ayant pour
stabilisateur le groupe de Galois Galy(1;.c) = 7; *G1;. Par conséquent,
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J=(na e  Stab(J,a) =Gri+Gr+ -+ G,

Démonstration. Soient les e = [S,, : G] permutations 7 = id,..., 7, telles que S, soit
I'union disjointe : S,, = Gr1+G7mo+- - -+G7,. La variété de I'idéal des relations symétriques
est donnée par (voir (2)) :

V = {(Ozg(l), .. .,Ozg(n)) | S Sn}

qui, d’apres le lemme 6.1, se décompose en e k-variétés affines irréductibles disjointes (car
les a; sont distincts deux a deux)

Vi={(to)s--r Qo)) |0 € G} i € [L€].

Comme V contient V(.J) (car IJ» C J), en choisissant correctement l'ordre des 7;, nous
obtenons qu’il existe s < e tel que V(J) = VUV, U---UV;. Comme les idéaux de Galois
sont radicaux, en appliquant le lemme 6.1 et I'identité (5), nous obtenons le résultat. [

Exemple 6.3. Toujours en poursuivant notre exemple. Considérons a un 8-uplet des
racines du polynome fi5 tel que I'idéal I, des a-relations ait le groupe Gy :Gal@(g)
comme stabilisateur. Puisque Ly =Stab(J, ) = G2 + G12(3,4)(5,6), nous obtenons :

Jio = 1o N I3 4)6,7).

7. RESOLVANTES L-RELATIVES

Soit © un polynome de k[xq,...,z,]. Rappelons que la résolvante L-relative de o par
O est le polynome :

Ro ;= H (x — V(o ..., ap))

ve{0.© | o€L}
Lorsque « est fixé, pour simplifier, nous noterons parfois cette résolvante Rg r..

Le polynome caractéristique Cg ; de I’endomorphisme multiplicatif induit par © dans
'anneau quotient k[xy, ..., ,]/J est une puissance de cette résolvante. Nous avons Rg ; €
k[x] puisque le corps k est parfait.

Soit H un sous-groupe de M et inclus dans L. Supposons que O soit un H -invariant M -
primitif ; ¢’est-a-dire que H = {0 € M | 0.0 = O}. La résolvante Rg j, est appelée une
H -résolvante L-relative. Si L est un groupe, alors le degré des H-résolvantes L-relatives
est 'indice de H dans L. Le Théoreme suivant, nous donne le degré des H-résolvantes
L-relatives :
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Théoréme 7.1. Soient 01H,00H,...,0.H (avec o1 = id) les classes d gauche de H
dans M numérotée de telle sorte que (o;H)(\L # 0 pour j = 1,...,r avec r < e et
(0;HYNL =0 pour j=7r+1,...,e. Nous avons l'union disjointe :

(8) L=(oH)NL+ -4 (o,H)NL

La H-résolvante L-relative Rg 1, est de degré r et est donnée par

r

R@yL = H(:L‘ — @(Ozgj(l), ceey a(,j(n)))

J=1

(Cette résolvante est un facteur de la résolvante Reg pr avec O(ay, . .., a,) comme racine
commune. )

Démonstration. Les racines de la résolvante Rg ; sont, d’apres (8), les 0;h.0 tels que
i € [1,7] et h € H. Cherchons les racines distinctes de cette résolvante. Soit 7,0 € S,
tels que 7 € o H. Puisque O est invariant par les permutations de H, nous avons 7.0 =
0.(h.©) = 0.0. Soient i,j € [1,r] tels que 0,.© = ¢;.0. Nous avons donc O'J-_IO'i.@ = 0.
Comme M est un groupe, aj’lai € M et donc aj’lai € H puisque O est un H-invariant M-
primitif. Comme o; € o;H, nous avons 7 = j. Donc les racines distinctes de la résolvante
Re 1, sont les 0;.0 avec i € [1,7]. O

Linvariant © est dit (L, a)-séparable si pour tout o € L si 0.0 # O alors
@(a(r(l)a Qg(2)y - - - aa(n)) 7£ @(061, az, ..., an)

Soit h le facteur k-irréductible dans la résolvante Rg 1, dont O(ay, oo, . .., ay,) est racine.
Le polynome h est un facteur simple de la résolvante si et seulement si © est (L, a)-
séparable.

Remarque 2. Posons # = O(ay, s, ..., q,). Si O est (L, a)-séparable alors  est racine
simple de la résolvante Rg 1. Inversement, supposons que la résolvante Rg j possede un
facteur h simple et irréductible sur k. En considérant o € V'(.J) tel que 6 soit une racine de
ce facteur, I'invariant © est alors (L, a)-séparable. Nous verrons par la suite la nécessité
que © soit (L, a)-séparable.

Exemple 7.2. Prenons le groupe H = G5 d’indice e = 8 dans M;s.

Calculons un Gis-invariant Mi,-primitif tel que la résolvante associée ait au moins un
facteur simple. Le module PrimitiveInvariant écrit en GAP (voir [1] et [2]) calcule le
polynome P = x4x708 + 37425+ ToX5T7 + ToXylg + Tol3Tg + T1X5L6 + T1T4Tg + T1 X327 qui
est un Gig-invariant Mio-primitif mais qui se réduit a zéro modulo 'idéal .J;5. Puisque
P € Jyy, larésolvante Rp,, = z°. Nous appliquons donc la méthode de [12] pour obtenir
un invariant (Lo, a)-séparable : soit ¢(z) = x>+ ; alors le polynome P(¢(z1),. .., ¢(zs))
est aussi un Gig-invariant Mis-primitif. Sa réduction modulo .J;5 fournit le polynome :
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O = —3x1x§x4 + 22:?2:3@ + 142:‘11x3x4 + 22x%x3x4 + 22314 — xi{m
—923wq — 21wy — 62174 + 2Sas + Tala] + 1lata] + 23
—xlwy — 9iws — 202333 + 32123 — 205 — 1507 — 2727 — 11
Nous calculons ensuite le degré de la résolvante. Cinqg des huits classes a gauche o H de
H dans M vérifient cH N L # 0 ; donc la résolvante Reg,, 1,, est de degré r = 5. Elle est
donnée par :

Reyy,L,, = H(I - @(%(1), cee %(n)))

oc€EF
ot F = {oy =id, (4,5)(7,8), (1,6,2,3)(5,8), (1,7,8,3)(2,4,5,6), (1,8,4,3)(2,5,7,6)}.

Pour terminer, calculons cette résolvante en exécutant pas-a-pas I'algorithme de [8] qui
en calcule une puissance. C’est le systeme de calcul formel MAXIMA qui a été utilisé pour
ces calculs (voir [17]). Soit p; le résultant en x4 de x — ©15 et du polynome g4 réduit
modulo I'idéal Ji». La factorisation de ¢; sur Q[x1, 23, z] donne :

pr=(z+6)ps ol py =25+ 627 +827 +24 10

Le résultant en z; des polynomes p, et g; est le polynome Q-irréductible ps = x* 4 2823 4
23922 + 487z — 1093. Le polynome (z + 6)ps est la forme sans facteur carré du polynome
caractéristique Cg,, s, et son degré est identique a celui de la résolvante. Donc

Ro,,.1,, = (7 +6)(z" + 282° + 23927 + 4872 — 1093)

8. MATRICES DES GROUPES ET DES PARTITIONS

Nous considérons © un H-invariant M-primitif. La résolvante Reg ps de degré e = [M :
H].

Nous notons C les classes a gauche de H dans M.

Nous prenons comme convention que le groupe de Galois d'un polynome de degré m
sur k est celui de son corps de décomposition sur k£ qui, par isomorphisme, appartient au
groupe symétrique Sy,.

Pour o € S,, posons 07 = O(ay(1), Qg(2)s - - - s Qo(n))-

8.1. Matrices des groupes et des partitions relatives & M (rappels).

Ce paragraphe reprend des résultats des articles [5] et [20] et précise les liens entre les
facteurs des résolvantes M-relatives et I’action du groupe de Galois G sur les classes de
C.

Uniquement a partir des groupes G, M et H, nous savons calculer une partition
Py(G,H) = (i1,...,is) de e et une liste de groupes Gry(G,H) = (Gi,...,Gs) (ou
G; C S, pour j € [1,5]) telles que la résolvante Rg ar, si elle n’a pas de racine double,
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ait exactement s facteurs k-irréductibles dont les degrés et les groupes de Galois sur k
respectifs soient i1, ...,i5 et Gy,...,Gj.

Les listes Py (G, H) et Grp (G, H) ne dépendent que des classes de conjugaison de G et
H dans le groupe M. Supposons ques les classes de conjugaisons dans M soient indicées
par 1,2,...,m, que la i-ieme soit celle du groupe G et que la j-ieme soit celle du groupe
H. La matrice des partitions (resp. des groupes) relative & M est la matrice m x m ou
Py (G, H) (resp. Gry (G, H)) est a Uintersection de la ligne i et de la colonne j.

Les lignes de la matrice des partitions étant distinctes deux a deux, il est toujours
possible de calculer le groupe de Galois d’un polynéme avec des résolvantes sans racine
double. Ces matrices sont utilisées par I'algorithme GaloisIdéal afin de réduire la liste
des groupes candidats.

Soit O = {g1H,g:H,...,94H} une G-orbite par action a gauche dans C. Alors la
résolvante Rg s possede un facteur h sur k& de degré d=card(O) et qui s’écrit :

d
(9) hz) =[@-0%) . |
i=1

Pour simplifier, nous pouvons supposer que # est racine de h. Nous pouvons alors
choisir g; = id et g; € G pour i € [1,d]. Sile polynéme h est sans racine multiple alors
{07 | e G} ={0% | i€ [l,d]}. Parla théorie de Galois classique, le polynéme h
est donc k-irréductible ; c’est le polynéme minimal de # sur k. Dans ce cas, le groupe de
Galois du polynome h sur k est le sous-groupe de Sy obtenu par opération a gauche de GG
sur Porbite O. C’est ainsi que sont calculées les listes Py (G, H) et Gry (G, H).

Dans la pratique, nous ne disposons que de la résolvante Rg jr et nous cherchons a
savoir lesquels de ses facteurs sur & sont associés a des G-orbites de C = {01 H,...,0.H}.

Soit g un facteur sur k de cette résolvante ayant #7 comme racine ou i € [1, e].

Si ¢ est un facteur simple de la résolvante Re a, alors Vj € [1,e]\{i} 07 # 7. C’est
donc en particulier vrai pour les j # i tels que 0; € Go; H. Sile polynome g est un facteur
k-irréductible simple de la résolvante Rg s, alors il est associé a la G-orbite de o, H.

Remarque 3. Supposons que le polynome ¢ soit k-irréductible et associé a une G-orbite
et qu'un autre facteur ¢’ de la résolvante vérifie ¢ = ¢’. Dans ce cas, le polynéme ¢ n’est
pas simple et pourtant bien associé a une G-orbite. Il faut alors étudier la matrice des
partitions relative a M pour éventuellement le détecter.

L’idée de calculer des listes Py (G, H) et Gry (G, H) est ancienne (voir [9] et [13]). Mais
n’étaient considérés que le cas ou M = S,, avec des groupes H transitifs. En se limitant
aux partitions Ps_ (G, H), elle a été reprise avec succes jusqu'en degré 7 avec des groupes
H ayant des H-invariants S,-primitifs linéaires (voir [16]). Dans le paragraphe suivant,
nous allons généraliser cette idée aux matrices des groupes et des partitions relatives a
la partie L de S,, (donc qui n’est pas nécessairement un groupe) et aux H-résolvantes
L-relatives.
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8.2. Matrices des groupes et des partitions relatives a L.

Il s’agit ici de construire des matrices des groupes et des partitions relatives a L et de
les associer aux résolvantes L-relatives de la méme maniere que pour M.

Posons F={C e€C | CNL#0} et Co =0H € O (0 € M), la G-orbite associée au
facteur h donné en (9). Le polynome h possede § comme racine.

Si h est irréductible, il est un facteur simple de la résolvante Rg 5s. Dans ce cas, d’apres
le théoreme 7.1, nous avons que Cy € F si et seulement si h est aussi un facteur simple
de la résolvante Rg 1 (car h et Rg r ont une racine en commun et h est k-irréductible).
Donc h est un facteur de la résolvante Rg z, si et seulement si O est la G-orbite de C
dans F.

Nous pouvons étudier les matrices des partitions et des groupes relative a L sans utiliser
les propriétés algébriques des polynomes et en ne considérant que les groupes. C’est ce
que nous faisons ci-dessous en utilisant I'outil classique que sont les classes doubles.

Soit la relation d’équivalence définie R dans S,, par
o R 7 si et seulement si 7 € GoH.

La classe d’équivalence de o, notée (GoH), est appelée une classe double. Nous avons
également o R 7 si et seulement si o H N G # ().

Lemme 8.1. Nous avons (GoH) = Y., K (union disjointe). Soit T € GoH (i.e.
cHNGT #0). Alors nous avons 'union disjointe :

GT:ZKF‘IGT

Kco

Démonstration. Evident, par la définition de la G-orbite O et celle de la relation
d’équivalence R. U

Le proposition suivante traduit en terme de groupe le fait suivant : si #7 est une racine
de la résolvante Rg  alors les 67 tels que o'H € O sont aussi des racines de cette
résolvante et par conséquent le polynome h est un facteur de cette résolvante que h soit
ou non k-irréductible.

Proposition 8.2. Si Cy € F. Alors toute classe C dans la G-orbite O appartient F.

Démonstration. Comme L est une union de classes a droite G7 (voir Théoreme 6.2) et
que Cy = oH € F, nous pouvons choisir 7 € L tel que cH N G7 # (). Nous avons alors
7€ GoH et donc 7 € Go'H si C = o'H appartient & O. Dot CNGT #Det C € F. O

Lemme 8.3. Soit 7 € M tels que 7 € GoH. En posant ¢ =card(cH N G7) # 0 (car
T € GoH ), nous avons ¢ =card(c' H N GT") pour tout o', 7' € GoH.

Démonstration. Soit o' € GoH, donc o'H € O. Supposons que cH = {hy,...,h.} et
que cH NGt = {hy,...,h.}. Comme o'H € O, nous avons o'H = {g1hy,...,g-h,} ou
g; € G. Nous avons forcément gihy,...,g.h. € 0'H N GT et si pour s € [1,7] nous avons



gshs € o' HNGT alors hy € GT et s € [1,¢]. Donc ¢ =card(¢’ H N GT) et, comme il s’agit
d’une relation d’équivalence, le résultat énoncé est vrai. 0]

Théoréme 8.4. Supposons que Coy = cH € F (i.e. 07 est une racine commune de h et
de la résolvante Ro ). Soit T € GoH et c =card(cH N GTt). Alors

card(G) = c.card(O) = c.deg(h)

Démonstration. Soit d le cardinal de O et donc aussi le degré du polynome h. Soit

{o1H, ..., 04H}, lorbite O. D’apres le lemme 8.1, nous avons :
A
Z(aiH NGt) =Gt
i=1

Comme cette union est disjointe, puisque les o; H le sont deux a deux, nous avons :
d.card(o;H N G1) = card(GT) = card(Q)
Pour finir, nous appliquons le lemme 8.3 pour obtenir c.d = card(G). O

Théoreme 8.5. Le nombre de facteurs k-irréductibles d’une H-résolvante L-relative sans
racine double est le nombre de classes doubles distinctes (GoH) auzquelles appartiennent
les permutations T, ...,7s de L telles que L est ['union disjointe Gy + - - - + GT5.

Démonstration. Car a chaque facteur irréductible (simple) de la résolvante Rg 1, (i.e. une
orbite Q) correspond une et une unique classe double. O

Remarque 4. Nous retrouvons le résultat bien connu qui dit que si la résolvante possede
un facteur simple h = z — 6° (0 € S, étant forcément inconnu), alors G C cHo~'. En
effet, si c’est le cas alors (GoH) = {oH}, soit G C oHo~'. Dans la pratique, nous
considérons a € V(J) tel que h = x — 6 (i.e. 0 = id). Ce qui permet d’affirmer que
GCH.

Remarque 5. Avec les résultats précédents, il apparailt que si un facteur est simple dans
la résolvante Rg ;, alors il est associé a un G-orbite dans F (donc dans C). Or ce facteur
n’est pas nécessiarement un facteur simple de la résolvante Rg j;. Cette remarque est a
rapprocher de la remarque 3.

8.3. Calcul des matrices de partitions et de groupes en GAP.

La différence entre le calcul de la matrice des groupes (resp. partitions) relative a M et
celle relative a L est donc infime : il suffit de déterminer le sous-ensemble F de C. Par la
proposition 8.2, toute G-orbite d’une classe de C est ou bien dans F ou bien completement
en dehors de F. Or, avec chacune de ces G-orbites O, nous savons calculer le degré et
le groupe de Galois sur k£ du facteur commun des résolvantes Rg jr et Re 1 et associé a
l'orbite O dans le cas ou ce facteur est k-irréductible (voir paragraphe 8.1).

Nous notons Gry (G, H) (resp. Pr(G,H) ) la liste des groupes de Galois sur & (resp.
des degrés) des facteurs irréductibles (simples) de la résolvante Rg 1. La fonction Groups

suivante écrite dans le langage du logiciel de calcul formel GAP (voir [14]) retourne la liste
Grr(G, H) (laliste P(G, H) s’en déduit aisément) :
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Groups := function(M,L,G,H)
local rc,orbits;
rc:= Filtered(RightCosets(M,H), rc -> (Intersection(rc,L) <> [1));
orbits:=0rbits(G,rc, OnRight);
return List(orbits,
D->AsSubgroup (SymmetricGroup (Length (D)),
Operation(G,D,0OnRight)));
end;

La fonction Groups se comprend aisément en remplagant Right (droite) par gauche car
en GAP les actions dites a droite sont celles a gauche de notre article. Cette fonction est
déduite de celle écrite par Claude Quitté (communication privée) qui retourne Gry (G, H)

Remarque 6. Il est possible de calculer autrement Grp (G, H). 1l suffit de calculer les
classes doubles (GoH) dans M contenant 7,...,7;. Le nombre de ces classes doubles
est m, le nombre de facteurs irréductibles des H-résolvantes L-relatives séparables de
polynoémes de groupe de Galois G. Soit cH € C telle que (GoH) soit une de ces classes
doubles (i.e. oH € F). La G-orbite de 0 H est formée des classes & gauche pH dans C
telles que p € (GoH).

Exemple 8.6. Nous savons que Ly = G12+G12(3,4)(6, 7). Donc, d’apres le théoreme 8.5,
toute G1o-résolvante Lis-relative séparable est ou bien Q-irréductible, ou bien le produit de
deux polynomes Q-irréductibles. La résolvante séparable Rg,, 1, calculée dans I'exemple
7.2 a effectivement 2 facteurs (simples) sur Q : le premier, x + 6, est linéaire et I’autre,
g(z) = o' + 2823 + 23922 + 487z — 1093, a pour groupe de Galois sur Q le groupe alterné
Ay. D’apres 'exemple 7.2 :

Ly = U (0G12) N Lo

oeF

L’exécution de la fonction Groups, avec M = My, L = L15, G = G5 et H = G5 comme
parametres réels, retourne une liste constituée de deux groupes : le groupe S;, groupe
de Galois sur Q du facteur linéaire x + 6, et le groupe A4, groupe de Galois sur Q du
facteur g. Ces groupes correspondent aux 2 Gyp-orbites que sont {H} de longueur 1 et
{(cH)NL | 0 € F, 0 #id} de longueur 4.

Si nous ne savions pas déja que le groupe de Galois de f sur Q est GGy, le facteur linéaire
simple de cette résolvante nous assurerait qu’il est inclus dans Gio. Il faudrait alors
calculer des résolvantes Gio-relatives (en utilisant un ensemble triangulaire engendrant
I'idéal I¢12) pour déterminer que le groupe de Galois de o sur Q est bien G1,.

Pour cet exemple, les matrices de groupes et de partitions ne sont pas utiles car nous
savons déja que le groupe de Galois de fi5 sur Q est GG15. Mais dans bien d’autres exemples
elles le sont.
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9. ELEMENT PRIMITIF D’UN IDEAL DE (GALOIS

Soit I un idéal de Galois de f (sur k) contenant 'idéal J et tel que o € V(I). Un
polynome P de k[zy,...,x,] est dit L-primitif de l’idéal I si

Stab(l,a) = {o € L | P(asa),...,0wm) =0}

Proposition 9.1. Soit © € k[x1,x9,...,2,] tel que H = {0 € L | 0.0 = O} et tel
que la résolvante Re 1, ait un facteur simple h irréductible sur k. Soit o € V' (J) tel que
O(an, ag, ..., ap) soit une racine du polynome h (i.e. © est (L, a)-séparable).

Alors le polynome h(©) est un polynéme L-primitif de l’idéal TH.

Remarquons qu'’il suffit que © soit un H-invariant M-primitif pour que H = {o € L |
0.0 = O}.

Démonstration. Posons P = h(©), 67 = O(a1), Qe(2), - - - » Qo(n)) POUr o € S, et

A={oecL | Plasu) Q@2 --0m) =0}

Le polynome k-irréductible h étant le polynome minimal de # sur k, par la théorie de
Galois, nous savons que :

h= I @-w

be{67 | 7€G)
Comme P(0y(1), Qg (2), - - - » Qo(n)) = h(07), nous aurons o € A si et seulement si il existe

T € G tel que #7 = 07 ; ce qui est équivalent a g o = f, par définition du groupe de

Galois G' de a sur k auquel la permutation 7 appartient. Puisque GL = L (voir identité
(3) appliquée & L=Stab(.J, a)), nous avons 7o € L. Comme, par hypothese, le polynome
© est (L, a)-séparable, nous obtenons :

A={ocecl | FreG)r 0.0 =0}
Puisque 77'0 € L et que H est le stabilisateur de © dans L, nous obtenons :
A={cel | FreG)r'ce H} =GH
Le polynome P est donc bien un polynome L-primitif de 1’idéal IQH puisque, d’apres
Pidentité (3), nous avons Stab(I, o) = GH. O

Remarque 7. Pour calculer le degré de la résolvante Rg 1, le théoreme 7.1 impose que ©
soit un H-invariant M-primitif et cette proposition lui impose seulement d’étre L-primitif.

Exemple 9.2. La polynome x + 6 est un facteur simple et irréductible sur k£ de la
résolvante Rg,, 1,, (voir Exemple 7.2). Pour un ordre a = (ay, as,...,as) des racines
de fia, ©12(aq, g, . .., ag) est une racine du polynéme z + 6 et le polynéme Py = ©15+6
est un polynoéme Ljp-primitif de I'idéal I, = IS'2. C’est un tel a que nous considererons
par la suite. B
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Le théoreme suivant a déja été prouvé dans le cas ou L et Stab(I,«) sont des groupes
(voir Théoreme 3.27 de [21]).

Théoréme 9.3. Soit P un polynéme L-primitif de l'idéal I. Alors

I'=J+<P>

ot < P > est l’idéal engendré par P dans k[xy,xs, ..., Ty,

Démonstration. Posons U =Stab(I,a). D’apres le théoreme 6.2 et puisque U C L, nous
avons les unions disjointes suivantes :

U=Gr+--+G1, et L:GTI+"'+GTe+GTe+1+"'—|—GTS

pour une numérotation bien choisie des 7;, avec 71 = id et e.Card(G) =Card(U).
Posons U' = Groy1+---+Grget I' = Ig'. Pour i € [1, s], nous avons I, , = IgTi (voir
Lemme 6.1). Les idéaux I, I' et J s’expriment comme suit (voir Identité (5)) :

I=(\Ine I'Zﬁlw et J=INTI

i=1 i=e+t1

Comme P est un élément L-primitif de I'idéal I et d’apres 'identité (2) sur les variétés
affines des idéaux de Galois, nous avons :

V(IJ+<P>) = {(aa), @), %m) | 0 € Let Plag), Qo) - - Qo)) =0}

= {(ag(l), g (2)s -« ag(n)) | o€ Stab([,g)} = V(I)
Donc I = +/J+ < P >, le radical de I'idéal J+ < P >. Il existe donc un entier m > 0 tel
que :
I"cJ+<P>C I

D’apres le lemme 9.4, les idéaux I et I’ sont comaximaux et, par conséquent, les idéaux
I™ et I' le sont aussi. Prenons z € I. Il existe u € I™ et v € I’ tels que

T =xUu+ 2V

Nous avons zu € J+ < P > et zv € I I'. Les idéaux I,, , étant maximaux et distincts
deux a deux (donc comaximaux deux & deux), nous avons

Ir = f[[w H Lo = ﬁ[w —Inl'=J
i=1 i=1

i—=e+1
Donc zv € J et x € J+ < P >. Ce qui termine la démonstration. O

Lemme 9.4. Les idéauz I et I' de la démonstration du théoréme 9.3 sont comazimauxz.

Démonstration. Nous savons que V(J) = V(I) U V(I') est 'union des s variétés affines
irréductibles disjointes V; = V (I, o), @ € [1,s] (voir Théoreme 6.2). De méme V(I) =
Ui, Vi et donc V(I') = J;_,,, Vi- Nous avons donc V(I +1I') = V(I) NV (I') = 0 et les
idéaux I et I’ sont bien comaximaux. O
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Exemple 9.5. Soit Py, = ©15 + 6 le polynéme Li,-primitif de lidéal My = I, = I$"

calculé dans I'exemple 9.2. Alors, pour a € V' (.J12) tel que ©(a) soit racine de x + 6 (i.e.
P(a) = 0), nous avons « € V(M) et :
My =Jis + < Py >
Calculons le corps de décomposition du polynéome fi,. Bien que Q(aq,as,...,as) =~
Qlx1, za, ..., 28]/ Mis, la liste des générateurs de Mi, dont nous disposons n’est pas
adaptée pour calculer dans le corps Q(aq,qs,...,ag). Il faut pour cela disposer d’un

ensemble triangulaire engendrant 1'idéal My, . Nous savons d’apres I'exemple 3.1 qu’il
suffit de calculer un polynéme de la forme x4 + h(zq, x3).

En partant des polynomes de I’ensemble 775 et du polynome P9, des calculs rapides
avec des pseudo-restes aboutissent au polynome :

hy = x4 — T3a5 — 43175 + 2813 + 82wy + 150703 + 23 — 2] — 915 — 2377 — 131,
qui appartient a Jio+ < Py >= Miy. L’idéal M5 est donc engendré par I’ensemble
triangUIaire TQ = {gla g2, g3, h47 95, 96, 97, 98}

10. UN AUTRE EXEMPLE D’APPLICATION

Nous allons choisir un autre exemple dans lequel sont construits des idéaux de Galois
triangulaires dont les stabilisateurs ne sont pas des groupes. Ces stabilisateurs sont
inconnus mais nous parviendrons tout de meéme a calculer un élément primitif d’un idéal
de Galois afin de poursuivre la construction de la chaine ascendante. Nous utiliserons cet
exemple pour illustrer les résultats du paragraphe 8.

Nous considérons le polynéme f = 2® + 2* + 2 calculé par Mattman,McKay et Smith.
Choisissons au départ o un 8-uplet quelconque des racines du polynéme f sur lequel nous
imposerons des contraintes au fur et a mesure de 'avancée des calculs. Tout d’abord,
remarquons que le groupe de Galois de f sur Q est un groupe impair puisque son discri-
minant 2'97* n’est pas un carré dans Q.

10.1. Calcul d’un idéal maximal des a-relations.

Notons I; I’idéal des relations symétriques entre les racines du polynome f. Considérons
le sous-groupe Hy de Sg d’ordre 1152 et engendré par les permutations

a=(56),b=(1,2),c=(7,8),d=(3,4),e = (1,5)(2,6)(3,7)(4,8),(2,3), (6,7), (5,7)(6,8) et (1,3)(2,4).
Choisissons le Hs-invariant H;-primitif suivant :
@2 = X1 ToT3T4 + T5TeT7Xg

Pour cet invariant, il existe une formule permettant de calculer la résolvante (voir [4]) de
«a par ©, . Nous obtenons :

Ro,.1, = (x — 1)2%(2? — 8)°(2* — 822 + 14)*
Cette résolvante possede le facteur linéaire simple x — 1. Décidons que a soit tel que
©2(a) — 1 = 0. Nous avons alors Galg(a) C H,. Notons I, I'a-idéal de Galois de
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stabilisateur Hy. D’apres le théoreme 3.27 de [21] (dont le théoréme 9.3 de cet article est
une généralisation), nous avons :

L=L+<0y—1>
Nous cherchons a calculer un ensemble triangulaire engendrant 1’idéal /. Nous utilisons
I'implantation de P. Aubry en AXIOM pour décomposer un idéal en ensembles triangulaires
(voir [6] et [7]). Nous obtenons trois ensembles triangulaires engendrant respectivement
trois idéaux Ji, Jo et J3 tels que

Ig - Jl N J2 N J3
En particulier, nous avons :
8 4 2 2 4 4 3 2 2 3
Ji = <z +a]+2, 0+ 2,25 + 27,04 + 23,05 + 27 + 1,205 + w525 + 1675 + 25,
2 2 2
T+ XTrke + T7T5 + g + XeXs + Ty, Ly + X7 + T + T5 >

Pour chacun des idéaux Ji, Js et J3, le produit de leurs degrés initiaux est 384. L’idéal
I, est radical et le cardinal de sa variété est Card(H) = 3.384 = 1152. Donc les trois
idéaux Jy, Jo et J3 sont aussi radicaux. Par le théoreme 3.2, ce sont donc trois idéaux de
Galois du polynome f.

Posons I3 = .J; et imposons a a d’appartenir a V' (I3). Nous avons la chaine :

11C[2C[3

Pour des raisons évidentes d’efficacité, nous aimerions poursuivre notre calcul avec
I’idéal I3 plutot qu’avec l'idéal I,. Pour ce faire, il faut pouvoir calculer des résolvantes
Hj-relatives ou Hj est le stabilisateur de I3 relatif a . La définition du stabilisateur
montre que Hs ne peut étre calculé qu’avec l'idéal maximal des a-relation que nous
recherchons. Nous ne pouvons donc pas appliquer le théoréeme 7.1 qui donne le moyen
de calculer les degrés des résolvantes Hs-relatives. Pour y parvenir, nous utiliserons une
autre méthode adaptée a notre situation.

Avec la matrice des partitions relative a Sg et la résolvante Re, ,, nous obtenons le
résultat suivant : le groupe de Galois de f sur Q est un sous-groupe H, de H, d’ordre 128
et engendré par les permutations

bd,ac,cd,e, g =(1,3,2,4) et h=(5,7,6,8)
Avec le module PrimitiveInvariant, nous calculons I’H,-invariant Hs-primitif
@4 = X1To + T3T4 + T5Tg + T7T8

Avec l'algorithme de [8] nous obtenons :

Me, s, = z(a* —42° +32) et Mo, s, = Mo, s, = (" — 42® + 32)(2* — 827 — 112) .

ou Mg  est la forme sans facteur carré du polynome caractéristique de I'endomorphisme
multiplicatif induit par le polynome © dans ’anneau quotient Q[z1, zs, . .., xg]/I. Comme
la résolvante Re, 1, est de degré 9, 'indice de Hy dans Hs, et que les trois polynomes Me, ;.
sont des facteurs de cette résolvantes, nous avons :
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Ro,1, = v(z* — 42 + 32) (2" — 822 — 112)

Comme les résolvantes Reg, j, sont aussi des facteurs de cette résolvante, nous avons
Re,,;; = Me,,;; pour j = 1,2,3. Le polynéme z est donc un facteur simple de la résolvante
Re,,,- Imposons & a de vérifier ©4(a) = 0. Nous avons alors Galg(a) C Hz. Notons I,
Pa-idéal de Galois de stabilisateur Hy. Avec le théoreme 9.3, nous obtenons :

I, = L+ < O >=< 8401 +2, xo+x1, 25+22, 24 +T3, v5+21+1, 26 +T5, 2422, T8 HT7 >

Nous pouvons utiliser les matrices des groupes et des partitions. Le calcul montre que les
deux facteurs de degré 4 de la résolvante Re,;, 1, ont le groupe diédral D, comme groupe
de Galois sur Q. Nous déterminons 5 sous-groupes H de Hy tels que Gry,(H, Hy) =
(1, Dy, Dy) (voir Paragraphe 8.1). Parmi eux, nous choisissons le sous-groupe Hj d’indice
2 dans H, et engendré par les permutations bd, ac, e, g, h et cd.

Avec le module PrimitiveInvariant, nous calculons ©5 un Hs-invariant H4-primitif.
Cet invariant se réduit a zéro modulo I’idéal I,. Nous transformons cet invariant, comme
dans I'exemple 7.2, avec ici ¢(z) = 22+ 2+ 1. Le polynome O5(d(x1), ..., ¢(xs)) se réduit
modulo 'idéal I, au polynome :

Uy = 12805 w3wiwy + 352

Nous trouvons que le résultant en 27 de x — U5 et de 22 + z2 (polynome de Iy) se réduit
modulo I au polynéme 22 — 704z 4 58368 = (z — 608)(x — 96). Imposons & « de vérifier
Us(a) — 96 = 0. Ainsi Gal@(g) C Hs et Iy = I+ < V5 — 96 >. Soit

8, 4 2, .2 4, 4 7 3
Is =< o{+a1+2, 2242, x5+x7], xa+x3, Ty+2+1, T6+a5, 207+25030] +T52327, Tg+T7 > .

est 'a-idéal de Galois de stabilisateur Hs. Le groupe de Galois est donc Hs ou bien un
de ses sous-groupes. Le seul de ses sous-groupes H qui vérifie Gry,(H, Hy) = (1, Dy, Dy)
est le groupe Hg d’indice 2 dans Hj engendré par les permutations bd, ac,e, g et h. Un
calcul rapide d’une Hg-résolvante Hjs-relative de degré 2 séparable et réductible montre
que Hjy est le groupe de Galois de a sur Q et que I5 est I'idéal maximal M des a-relations.
Nous avons construit la chaine ascendante d’idéaux de Galois suivante :

[1C1—3C[4C[5:M
Remarque 8. En factorisant le polynéme f dans Z/11Z, nous trouvons le polynéme
(x — 3)(x + 3)(2? — 2)(2* — bz — 4)(z% + 5x — 4) qui correspond au cycle type 12,23
D’apres les tables de Butler et McKay (voir [10]), le groupe de Galois de f sur Q ne peut
etre le groupe Hg conjugué au groupe au groupe 877 de leur nomenclature.

10.2. Illustration des résultats du paragraphe 8.

Posons M;=Stab(.Ji,a), My =Stab(.J,, a)UStab(J;,«), G = Hs et H = Hy. Nous
avons Card(H) = 2.card(G) = 128. Nous savons qu’il existe des permutations 7, =
id, ..., 73,00 =1d,...,09 de Hj telles que nous ayons les unions disjointes :

H?,:G7_1+"'+G7'18201H+"'+0'9H
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Nous allons étudier le lien qui existe entre les trois résolvantes R, = Re, s, (v =1,2,3)
et les o;H NGt (i € [1,9] et j € [1,18]). Comme 3.card(V(J,)) =card(H;z) pour
u = 1,2,3, nous avons, en numérotant correctement les 7;, (voir Théoreme 6.2) :

M1:G7'1—|—"'+G7'6 et M2:G7'7+"'+G7'18
Choisissons I'ordre des o; de telle sorte que les facteurs de la résolvante Re, j, vérifient :

g=r = x—01.04()
5
g =" —42* +32 = H(x —0;.04(c0)) et
i=2
9
gz =" -8 — 112 = H(x —0;.04())

1=6

Regardons d’abord la G-orbite de oy H (réduite a oy H puisque G C H) a laquelle le
polynome ¢g; = x est associé. Comme 71 = oy = id, nous avons 7y € GoH et d’apres
le lemme 8.1, nous avons Gr; = o1 H NGy (i.e. G C H). Nous avons ¢; =card(o;H N
Gt) =Card(G) = 64. Comme z n’est facteur que de la résolvante R;, les 64 autres
permutations de o1 H appartiennent aussi a M;. Choisissons la permutation 75 de M; telle
que o1 H N Gry # (. D’apres le lemme 8.3, nous avons ¢; = 64 =card(o; H N G73). Nous
avons Gy = 01 HNG™y (i.e. G C H). D’ou H = (01 HNG1) + (01 HNGT) = G+ Go.

Intéressons nous maintenant a la G-orbite {o2H,...,05H} a laquelle est associé le
facteur go commun aux trois résolvantes R;, © = 1,2,3. Nous avons nécessairement pour
1=1,2,3,4et j=3,4,5,6:

oHNGrj#0  avec ¢ = card(o;H N G1;) = card(G)/4 = 16

Nous avons 4.c; = 64 et card(ooH) = 2.64. Il y a donc 64 permutations de o9 H ap-
partenant a M; (en fait & Gr3 + G4 + G715 + G76). Les 64 autres permutations de oo H
appartiennent donc a M. D’apres les lemmes 8.1 et 8.3, en numérotant correctement
les 7;, nous savons que les 4 classes a droites G7;, j = 7,8,9, 10, dans M vérifient pour
1=2,3,4,5

10

5
Gty = ZaiH NGr; , co=card(o;HNGT) et o,H = Z(O’iH N Gr;)

i=2 j=3
Pour terminer, le facteur gs est associé a la G-orbite {ogH,...,09H}. Ce polynome
est uniquement un facteur des résolvantes Ry et R3. Les 8 classes a droite Grqq,...,G7ig

vérifient donc pour i =6,7,8,9 et j € [11,18] :

9 18
GT]‘ = ZO’Z'Hﬂ GT]‘ s CaI'd(O'iH N GT]‘) =16 et O'iH = Z(O’Z'Hﬂ GT]‘)

i=6 j=11
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CONCLUSION

_A_parﬂr de l'idéal des relations symétriques, pour calculer en une étape l’ensemble
triangulaire 7, engendrant 1'idéal maximal M9, il faudrait calculer une résolvante de
degré 1680 =[Ss : G2 (i.e. la résolvante de Galois) et en extraire au moins un facteur
linéaire simple pour obtenir un polynéme Sg-primitif de 'idéal M5 (i.e. un ensemble de
générateurs de cet idéal). Resterait ensuite un calcul extrémement cotiteux en temps et
en espace pour en déduire 7,,. De plus, ce calcul n’est possible en une étape que si le
groupe de Galois est déja connu.

Ici, & partir d’une factorisation dans Q(«y) de degré 8 sur Q, 'idéal Jy5 a pu étre calculé
et le groupe de Galois G5 déterminé. Puis le calcul de T, s’est réalisé en une étape par
le biais d'une résolvante de degré 5 et de quelques pseudo-restes. Cette méthode efficace
pour calculer le corps de décomposition a été en partie possible grace aux résultats de cet
article qui permettent d’exploiter ceux de [18].
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